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Introduction

Le premier objectif de ces notes est de vous présenter quelques rudiments de logique
mathématique et de théorie des ensembles ainsi que du formalisme qui sert a exprimer
les différentes idées. Nous avons essayé d’expliquer avec suffisamment de détails les
concepts fondamentaux (qui seront vus au cours de « mathématique élémentaire »).
Nous nous sommes également autorisés a aborder parfois des éléments plus difficiles
(nous pensons par exemple aux formes normales ; voir page 9). Ceci est fait sur un
mode plus informel et est une invitation a prendre un crayon et une feuille — que vous
devez toujours avoir a portée de la main lorsque vous lisez un texte mathématique —
et a essayer de comprendre plus en profondeur (faites des exemples,...). C’est aussi un
rappel que le champ de la logique est loin de s’arréter a ces quelques feuilles et c’est
donc une incitation a aller consulter des livres (nous pouvons vous en conseiller).

Un second objectif est, lorsque c’est possible, d’esquisser des liens avec d’autres cours.
Les mathématiques et I'informatique ont de nombreuses connections et s’enrichissent
'une l'autre. C’est pourquoi nous en présentons quelques unes. Bien sdr, il se peut
gue ces passages soient d’'un premier abord plus difficiles parce que vous n’avez pas
encore vu la matiére concernée. Ne vous découragez pas mais au contraire comprenez
que ces liens sont la pour enrichir votre connaissance. Une fois la matiére vue dans un
autre cours, nous espeérons que vous consulterez a nouveau ces notes et approfondirez
le lien.

Puisque ce texte est sans doute I'un des premiers que vous lisez en mathématique,
plusieurs défis se présentent a vous. Afin de vous aider a les relever, essayons de les
nommer : il vous faut

= comprendre ce qui est expliqué ligne par liet le faire vétre, du moins pour la
partie élémentaire ;

= résumer les idées essentielles, ce qui doit vous permettre d’avoir une vue plus glo-
bale de la matiere ;

= essayer de comprendre les parties plus difficiles et, si nécessaire, poser des ques-
tions;

= lire les sections qui établissent des connections et soit les approfondir immédiate-
ment (si elles vous intéressent), soit attendre que la matiere soit vue ailleurs et y
revenir (le professeur de la matiére concernée doit pouvoir vous aider).

Bien entendu, si vous éprouvez des difficultés, n’hésitez pas a venir nous voir pour
poser vos questions (les séances de remédiation sont un bon endroit pour cela).

REMERCIEMENTS: Je remercie S. BIDOUX, R. HINNION, C. MICHAUX, F. TRI-
HAN et J. WIISENpour leur lecture attentive de ces notes.

1Ces feuilles comportent de nombreux tableaux et figures qui entrecoupent le texte, parfois au milieu
d’une phrase. Il vous suffit de sauter le tableau ou la figure pour continuer votre lecture.
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1 Logique booléenne

1.1 Propositions et valeurs de vérité

La logique booléenne s’intéresse a la maniére dont on peut créer de nouvelles propo-
sitions a partir de propositions « élémentaires » et comment de la vérité ou la fausseté
de ces propositions dites élémentaires on peut déduire la vérité ou la fausseté de la
proposition construite. Explicitons les différents éléments.

» Les propositions élémentaires sont des affirmations telles que « le soleil est
rouge » ou « les hommes sont verts ». En logique booléenne, on n’a aucune maniere
de parler dusensde ces propositions ni de savoir si elles sont vraies ou fausses en
elles-mémes. Tout ce qui va nous intéresser, c’est la vérité ou la fausseté de celles-ci
en relationavec d’autres. Les exemples ci-aprés clarifieront cela.

» Pour désigner les propositions de maniere abstraite, on emploiera en général des
lettres majusculeP, Q,... Les maniéres de combiner les propositions sont limitées :
on pourra prendre la négation, la conjonction, la disjonction, I'implication et I'équiva-
lence :

Appellation francais | logique | langage C
négation nonP -P IP
conjonction PetQ PAQ P&& Q
disjonction PouQ PVQ P||Q
implication || siPalorsQ | P=Q

équivalencel PssfQ | P<Q

Ces divers symboles+«( A, V, =, <) sont appelés dennecteurs logique€eux qui
sont intéressés trouveront a la section 1.6 une description formelle de la maniere de
former les propositions.

» La valeur de véritéd’'une propositionP est « vrai » siP est vraie et « faux »
si P est fausse. Pour la concision, on notera aussi 1 pour vrai et 0 pour faux. Comme
nous l'avons dit précédemment, la logigue booléenne s’intéresse a la propagation des
valeurs de vérité au travers des constructions permises. Par exemple, on voudrait savoir
comment la valeur de vérité deA Q dépend de celles deet Q. Puisque le sens que
I'on veut donner a «\ » est « et », on aura queA Q sera vrai sP et Q sont vrais et
sera faux dans tous les autres cas. On peut résumer cela pablande vérit§voir
Tab. 1 ou elle est présentée de diverses maniéeres).

Les tables de vérité des autres connecteurs se construisent de la méme maniere (Tab. 2).

2« ssi » est I'abréviation de « si et seulement si »
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QﬂOl P | o | 1 P|Q|PAQ
0 |0 0 O [0[1]0]1 0|0 ©
1 o 1 PAQ|O|OlO[T O0|1| O
1/0/ o
101 1

TAB. 1 — Table de vérité dB A Q (diverses présentations).

P|-P QP‘Ol QP‘Ol QP‘Ol
01 0 01 0 10 0 10
110 1 11 1 11 1 01

PvQ P=Q P& Q

TAB. 2 — Tables de vérité des divers connecteurs logiques

Quelques remarques sont de rigueur.

= Tout d’abord, la propositio®® v Q (i.e., «P ou Q ») est vraie dés que l'une des
deux propositions la formant est vraie ou a fortiori si elles le sont toutes les deux.
Cela contraste avec l'usage courant de « ou » par lequel on sous entend souvent
I'exclusion deP etQ : je laverai la voiture ) ou ferai la vaisselle@) (mais pas les
deux!). Avec le « ou logique » cependant, une telle exclusion n’est pas implicite ; la
phrase précédente signifierait donc : des taches laver la voiture et faire la vaisselle,
j’en accomplirai au moins une. Si on veut dire « mais pas les deux », il faut le faire
explicitement en utilisant leu exclusif notév, dont la table de vérité est donnée
par le tableau 3. La propositiddV Q peut aussi étre rendue en francais par : soit
P, soitQ.

p
Q
0
1

= o|o
O Rk

TAB. 3 — Table de vérité dBV Q

= Limplication P = Q est la plus difficile @ comprendre lorsqu’on commence a
apprendre la logique. Quand est-elle vraie ? Pour le voir, choisissons une phrase
simple. Supposons que jaie affirmé sije gagne au lotoalors je vous offre un
pot ». Symboliquement, cela s’écrit :

P = je gagne au loto,
Q = je vous offre un pot.

P=Q avec{

Quand l'affirmation que j'ai faite est-elle vraie ? Ou, si vous préférez, quand peut-
on dire que j'ai tenu ma promesse ?
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Si je gagne au lotoR est vrai) et que joffre un potQ est vrai), jai fait ce que

j’ai promis (P = Q est vrai). Par contre, si je gagrié ¢st vrai) mais que je n’offre

pas a boire@ est faux), je suis un menteu? & Q est faux). D’autre part, si je ne
gagne pas au lotd?(est faux), je ne me suis engageé a rien : que j'offre un Qot (
est vrai) ou non@ est faux), j'ai tenu ma promesse £ Q est vrai) — on ne peut

pas dire que je suis un menteur.

En rassemblant les quatre cas qu’'on vient d’examiner (faites-le!), on obtient la
table de vérité de I'implication (cf. Tab. 2).

Résumons ce que nous avons vu jusqu’a présent.
= Nous partons de propositions élémentaires qui peuvent étre vraies ou fausses.

= A partir de deux propositionB et Q, on peut former d’autres propositions,
PAQPVQ,P=Q,P<Q.

= Sion connait les valeurs de vérité®etQ, on peut déduire celles deP, PAQ,...

1.2 Exemples

Il est temps maintenant de passer a quelques exemples. Notez que le passage du fran-
cais a la forme logique correspondante est un exercice difficile auquel il faut s’entrai-
ner. Il convient de le faire tout de suite car nous enrichirons plus tard notre vocabulaire
logique, ce qui augmentera la difficulté.

Les exemples simples de phrases qu’on peut traduire sont assez bétes. On peut sym-
boliser « la terre est ronde ou le soleil est noir » par

P:=laterre est ronde
Q:=le soleil est noir

PVvQ avec{

En supposant que est vrai, on a qu® Vv Q est vrai — peu importe <P est vrai ou

non. Notez que la logiquseulene nous permet pas de savoirPsest vrai ou non.
ConsidérelP vrai dépend de facteurs extérieurs a celle-ci — le monde physique, nos
connaissances scientifiques,... Autrement dit, la logique peut servir a rassembler divers
éléments quimpliquentqueP est vrai mais elle ne peut I'affirmex nihila

Si ceci ne semble pas d’'un grand intérét, c’est que I'expressivité de notre langage
logique est limitée. Nous pouvons néanmoins déja jouer au détective ! Voici I'énoncé
du probleme :

Un meurtre a été commis. Un inspecteur de passage est appelé a l'aide. Sa
tache n’est pas facile : seuls les habitants du sud de la ville disent toujours
la vérité. On présente a l'inspecteur trois témoins Alex, Virginie et Carl des
deux parties de la ville. Il commence par les interroger, dans I'espoir de
trouver un habitant du quartier sud (qui lui dise la vérité sur le meurtre).
Voici leur réponses :



» Alex : Virginie habite au sud;
= Virginie : Alex et moi habitons ensemble ;

» Carl : C'est faux, Virginie ment!

Pouvez vous aider le pauvre policier ?
Formalisons la question. Tout d’abord, il faut discerner quelles sont les propositions
élémentaires qui nous intéressent. Puisque c’est savoir dans quelle partie de la ville
habite chacune des trois personnes, on prend :

P, = Alex vit au sud de la ville;;
P> = Virginie vit au sud de la ville;
P; = Carl vit au sud de la ville.

Il faut maintenant traduire leurs affirmations sous forme de propositions logiques. In-
téressons nous d’abord a la déposition d’Alex. De deux choses 'une :

a Si Alex habite au sud de la ville, il dit la vérité. Or Alex affirr. Donc, siP; est
vrai, alorsP, I'est également.

= Si Alex habite au nord, peut-étre dit-il la vérité mais peut-étre ment-il. On ne peut
donc rien conclure sur la valeur de véritéRe

DoncP; = P, est vrai. Si vous n’en étes pas convaincus, comparez ce qui vient d'étre
dit & la table de vérité d& = P, (Tab. 2). On fait un raisonnement analogue pour
Virginie et Carl. Si Virginie vit au sud (9 est vrai), elle et Alex vivent ensemble,
c'est-a-dire tous les deux au su®j,A P>, ou tous les deux au nordP, A —=P>. Donc

la proposition (3) ci-dessous est vraie. Si Carl vit au sud, Virginie ment et donc la
négation de ce qu’elle affirme est vraie. Cela dit que (4) est vrai. Enfin, nous savons
gue les trois témoins sont des deux parties de la ville, c’est-a-dire que deux habitent
au sud et un au nord} A P; A =R, ou linverse,—RB A -Pj A R, pour certains, j,k
différents deux a deux. En conclusion on obtient les propositions suivantes :

(Pl/\Pz/\—\P3)\/(P1/\P3/\—\P2)\/(Pz/\P;g/\—\Pl)

V (~PLA Py APV (<P A =Py APY) V (<P A —Ps A P @
Pi=P (2

P, = ((PLAR) V (-PLA=P)) (3)

Ps= = ((PLAR) V (-PLA—P)) (4)

L'affirmation que toutes les propositions (1)—(4) sont vraies implique certaines restric-
tions sur les valeurs de vérité des propositions élémentgirés, P;. Pour le voir on

peut construire la table de vérité (Tab. 4). On voit que la seule possibilité pour que
(1)—(4) soient simultanément vraies est djeet P, soient vrais ePs faux. Il faut

donc interroger Alex ou Virginie. Il existe une alternative a la construction de tables
de vérité. On peut voir (1)—(4) comme des équations logiques dont il faut trouver les
solutions. Pour cela nous allons développer un calcul sur les propositions.
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P 0 1
P, 0 1 0 1
Ps
PLAP
P AP
(P]_ N Pg) V (ﬂPl VAN —\Pg)
(1)
(2)
(3)
(4)

R R ok k|l olo
Rl olr|lolololo
R olr|lolololkr

Ol R R R R ROlF
ROl Rk olololo
Ololr kR oo olr
PP RP P RO RO
R R R ok ok -

TAB. 4 — Table de vérité de (1)—(4)

1.3 Calcul propositionnel

Comme nous l'avons déja dit, la logique booléenne ne s’intéresse pas au sens des
propositions — elle n’est pas outillée pour cela — mais seulement a leurs valeurs
de vérité. C’est le moment d’en tirer toutes les conséquences. Supposons que nous
ayons une propositioR qui dépend des propositioy, ...,Qn. Pour mettre en évi-
dence cette dépendance, nous écriB(@s,...,Qn). Par exemple, nous pourrions
avoirP(Q) = Qv —Q. On dit queP(Qq, . ..,Qn) est unaautologiesi P est vrai quelles

gue soient les valeurs de vérité Qg,...,Qn. Autrement dit,P est une tautologie si

et seulement si la ligne de dans la table de vérité n’est composée que de 1. Pour
P(Q) = QV —Q, on constate sur la table 5 que c’est une tautologie. Considérons un

Q0|1
—Ql1]0
P11

TAB. 5 —Table dd?(Q) = QV —-Q

autre exemple. SoR'(Q1,Q2) = Q1 = (Q1V Q). D’apres la table 6 (vérifiez qu’elle
est correcte !), on voit quié’ est aussi une tautologie.

Q1 0 1

Q2 0/1/0]1
QivQ |01 1|1

P’ 1/1/1]1

TAB. 6 — Table dé’'(Q1,Q2) = Q1= (Q1V Q2)

Introduisons maintenant une notion essentielle. Si deux proposRi@i® dépendent
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des mémes propositiornd,, ...,Qn (ce qui est toujours possible en choisissant bien
Q1,...,Qn; voyez vous pourquoi?), on dit qu’elles s@yquivalentesi, pour toutes
les valeurs de vérité d@y,...,Qn, P1(Q1,...,Qn) etP(Q1,...,Qn) sont vrais et faux
en méme temps. Autrement dR;, et P, sont des propositions équivalentes si leurs
tables de vérité sont identiques. Nous écrirons alors

Plﬁpz.

Par exempléP (Q1,Q2) = (Q1 = Q2) et P>(Q1,Q2) = (—-Q1 Vv Q2) sont équivalentes
au vu des tables 7. De la méme maniére, on peut voirQue> Q, est équivalent a

Q1 0 1
Q2 0/1|0|1
P]_:Qlin 1/11/0|1
-Q; 111]0]0
PRP=-Q1vQ2 |1 /1/0|1

TAB. 7 — Equivalence des formul&s et P

(Q1= Q2) A (Q2 = Q1) (Tab. 8). En fait, comme; < P, est vrai si et seulement si

Q1 0 1
Q2 0/1|0|1
Qe Q2 1/0/0(1
Q1= Q2 1/1/0(1
Q= Q1 1011
(Qu=Q)A(Q2=0Q1) |1/0|0 |1

TAB. 8 — Equivalence de deux formules

les valeurs de vérité d@ etP, sont les mémes, les

deux propositionsfet B sont équivalentes (P~ P,)
Si et seulement si
P, < P, est une tautologie

Cette notion d’équivalence est a la base du calcul sur les propositions. En effet, c’est
elle qui permet de transformer une expression logique (une suite de symboles) en une
autre en préservant ce qui nous importe, c'est-a-dire ses valeurs de vérité. Pour les
propositions, « étre équivalentes » est une sorte d'égalité ou, pour étre plus précis,
est unerelation d’équivalencece qui signifie que les trois propriétés suivantes sont
satisfaites : « » est

31l n'y a pas de notation généralement acceptée pour I'équivalence de deux propositions. Le symbole
«~ » doit donc étre considéré comme spécifique aux présentes notes.
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n réflexive :PL ~ Py ;

= symétrique P, ~ P, si et seulement $&% ~ Py ;

» transitive ;P ~ P et ~ Ps impliquentP, ~ Ps.
C’est la transitivité spécialement qui permet de faire des calculs « pas a pas » (com-
prenez-vous pourguoi ?). Reste donc a trouver des équivalences utiles pour pouvoir

transformer les propositions. Comme nous venons de le voir, les deux connecteurs
«= » et «& » s’expriment en fonction des autres :

P = P, est équivalent &P Vv P, 5)
PL < P, est équivalent @ = P) A (P = Py). (6)

Il en est de méme pour le « ou exclusif » :
P,V P, est équivalent &P,V P) A =(PLAPy). )

Pour manipuler les trois connecteurs A, V, deux équivalences sont importantes.
Elles sont connues sous le nomldes de de Morgaret permettent de « distribuer » la
négation sur um ouV :

—(PLAP) est équivalent &Py vV =P,

—(PLV P) est équivalent &Py A —P,.

On a aussi les lois de distributivité entreet V :

PLV (P APs) est équivalent &P vV o) A (PLV Ps), (8)
PLA (P2 V Ps) est équivalent &Py A Po) v (P APs). 9)

Grace a ces regles (vérifiez qu’elles sont correctes!), on peut mettre les propositions
sous forme canonique. Séitune proposition qui dépend @&, ..., Q,. Tout d’abord,

en utilisant (5)—(7), on peut transformer la formule pour que seulement les connecteurs
-, A, V Yy apparaissent. Ensuite les lois de de Morgan permettent de « coller » les
négations aux propositiord, si bien que la formule est composée @g et —Qx
assemblés grace/aet V. Enfin, on peut utiliser les lois de distributivité entkest v

pour

= Soit distribuer tous les’ sur les groupes de (eq. (8)), ce qui fait que la formule
finale est une conjonction de disjonctions;

= soit distribuer les\ sur lesv (eq. (9)), ce qui donne une formule du type disjonction
de conjonctions.

En résumé, toute propositidt(Q4, . ..,Qn) est équivalente a deux formes normales :

= forme normale conjonctiwe/\i”il\/'J-C":lQi’j
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= forme normale disjonctiveV/L; AT, Qf]

ou Q{j et Qﬁ représentent soly soit —Qx pour un certairk € {1,...,n} qui dépend
dei etj.

Remarque 1. Pour le probléme du détective, la fornyd_, /\?:1 ij est bien adaptee
car on y lit directement les solutions. En effet, pour gl¢\; ﬁ soit vrai, il faut et

il suffit que A; Qfj soit vrai pour uni et A; Qj est vrai si et seulement &) est vrai
pour toutj. Selon queQj représent&y ou =Qx, on en déduit la valeur de vérité de
Q«. Dans le cas particulier des équations (1)—(4), on a (faites les calculs!) :

(DA ) A(B)A(4) = PLAP2 AP
d’ou on tire qu’il y a une unique solutiorPy, P, et =P; vrais.
Exercice 1. Prouvez les équivalences suivantes :

s (PLAR)APs>PLA(PAR)
s (PLVR)VPs~P V(P V)

1.4 Implication et preuve

Cette section donne un apercu des preuves du point de vue de la logique booléenne.
Etant donné le peu de familiarité que vous possédez avec le travail de preuve, il est
possible que vous ne puissiez relier certaines affirmations de cette section a votre ex-
périence. Dans ce cas, lisez-la une premiére fois et revenez y plus tard, lorsque votre
expérience se sera enrichie.

Une preuve consiste a montrer qu’une certaine affirmation est vraie moyennant cer-
taines hypotheses. Autrement dit, on suppose que des hypothgdds,..., H, sont
vraies et on edéduitune thésd . Celarevient a établir (par une preuve mathématique)
gue I'implication

(H]_/\Hz/\---/\Hn):>T (20)

est vraie. Notez que, si une des hypotheses est fausse, peut-étre la these le devient-
elle aussi ou peut-étre reste-elle vraie. Ceci est cohérent avec la table de vérité de
'implication (vérifiez-le !). Insistons donc que quand une hypothése n’est pas vérifiée,
on ne peut conclure dgi1 A --- AHp) = T que la thesd est fausse, il faut chercher

la valeur de vérité d& par d’autres voies...

De maniere générale, le processus de preuve consiste a transformer les hypotheses
pour faire apparaitre la conclusion. Plus spécifiguement, on utilise des tautologies pour
obtenir une chaine d’'implicatio=- B 1 qui mene des hypothésks A - - - A Hy, qui

est I'étape initialé?, a la thésd :

HiA---AHh=Rh=P=Ph=--=R~T.
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Il existe cependant deux autres maniéres usuelles de procéder que nous allons mainte-
nant expliquer.

Faire unegreuve par I'absurdsignifie qu’on suppose que les hypotheses sont vérifiées
mais que la conclusion est fausse et on en déduit une contradiction. Une contradiction
est quelgue chose de manifestement faux et prend souvent la Formé pour une
certaine propositio?. En termes de logique booléenne, une preuve par I'absurde se
traduit par le fait que

(HLAH2A---AHaA=T) = (PA-P) (11)

est vrai pour un certai®. Notons que ceci est équivalent a (10). Pour la simplicité
d’écriture du calcul ci-apres, posoHs.=Hi A--- AH,. On a alors :

(H /\—|T) = (P/\ﬁP) Z—l(H /\—iT)\/(P/\ﬂP) Zﬁ(H /\ﬂT)
~—H V=T~ =HVT
~H=T

On fait aussi couramment des preuvesquartraposition Cela veut dire qu’au lieu de
prouverH = T, on établit 'implication équivalenteT = —H ou, comme précédem-
ment, on a posél = Hi A --- AHp. Notons que-H ~ —Hq Vv --- VvV —=H,, et donc, pour
gue—H soit vrai, il suffit que 'un au moins deds; soit faux. Cette démarche est tout a
fait correcte au vu des équivalences suivantes (vérifiez-les!) :

-T==-H~-~TV-H~TV-H~H=T.

Ceci conclut notre discussion sur les preuves. Divers exemples exploitant ces principes
seront données lorsque nous aurons enrichi notre vocabulaire avec les quantificateurs.

Remarquons pour finir que, si techniqguement toutes les preuves sont sensées pouvoir
s’écrire comme une suite de propositions déduites les unes des autres grace a des tau-
tologies, dans la pratique les démonstrations ne sont jamais faites de maniere aussi
formelle. Le seraient-elles qu’elles en deviendraient illisibles! Les preuves écrites par
les mathématiciens sont un mélange de « formules » liées par des déductions faites en
francais. Bien rédiger les phrases qui lient ces formules est donc essentiel puisque ce
sont les enchainements qu’elles font qui conduisent des hypothéses a la these.

1.5 Lien avec les circuits logiques

L'électronique des circuits logiques, aussi appelée digitale, n’utilise que deux valeurs
de tension : une valeur haute que nous noterons 1 et une valeur basse, notée 0. Les
portes logiques combinent ces valeurs de tension. Par exemple la porte logique appe-

lée AND (Tab. 9) possede deux entrées étiquetéePpatrQ et une sortie noték.
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P P
0 1
P Qw bas haut Q -
QBR bas bas bas 0 0 0 R=PAQ
haut bas haut 0 1
TAB. 9 — PorteaND TAB. 10 — Equivalent logique denD

L'électronique deaND est congue pour que la porte donne en sortie une tension haute

si ses deux entrées sont hautes et une tension basse dans tous les autres cas. Cela est
résumé par le tableau 9. Si on remplace « haut » par « 1 » et « bas » par « 0 » comme
nous I'avons convenu ci-dessus, on voit (Tab. 10) qu’on obtient la table de vérité de

A. Autrement dit, plutét que de décrire le comportement de la poiteen termes de
tensions, il suffit de dire que la sorfieréalise I'opération logique « et >R=PA Q.

On peut faire la méme chose avec les autres portes logiques. Le tableau 11 donne,
pour chacune des portes logiques usuelles, la proposition correspondante — ce qui
d’ailleurs explique le nom donné aux portes. On peut évidemment le lire dans l'autre

sens et |'utiliser pour passer des propositions aux portes. Puisqu’on peut passer d’'une

Nom | Porte logique | Proposition

inverseur P4|>0—R R=-P
AND S:D—R R=PAQ
OR S:Z>R R=PVQ
XOR 5@4? R=PVQ
NAND (not and) S:DR R=-(PAQ)
NOR (not or) 5fi>@R R=-(PVQ)

TAaB. 11 — Correspondance entre les portes et les connecteurs logiques

porte logique a une formule booléenne et vice-versa, on peut le faire également pour
des circuits plus élaborés. Considérons par exemple le circuit donné par la figure 1.
On peut aisément écrire la proposition quiR& Q; et Q.. En effet,R=5 v S, avec
S=QqA"QetS =0Q1A—Qy, ce qui donne

R=(Q1AQ2)V(QiA—-Q2).

La régle (9) permet de mettre en évidegesi bien queR est équivalent &; A (Q2V
-Q2). CommeQ, VV —=Q est une tautologie, cette derniére expression est équivalente
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Q1 S
Q2 —9

S

FIG. 1 — Un circuit a simplifier

aQq. Enrésumé,
R(Q1,Q2) ~ Q1

ce qui veut dire que le circuit de la figure 1 fait la méme chose qu’un simple fil joignant
Q1 aR!

Cette correspondance entre circuits logiques et propositions est aussi d’une grande uti-

lité lorsqu’il s’agit de construire des circuits. Supposons que nous voulions construire

un circuit posseédant le comportement donné par la table 12. De celle-ci, on déduit
Qi =entrée 1 0 1
Q>=entrée2] 0 1 0 1
Qz=entrée3/0/1|0(1/0|1|0|1
R = sortie 0/1/0/0|0|2|0]|1

TAB. 12 — Table d’'un circuit

immédiatement la formule

R~ (mQ1A=Q2AQ3) V (Q1A—Q2AQ3) V (Q1 AQ2AQ3). (12)

Pour pouvoir dessiner le circuit correspondant, il faut transformer cette formule pour
faire apparaitre celles de la table 11. Une possibilité immédiate est de rajouter des
parenthéses, ce qui par exemple donne

R~ [((-Q1A—Q2) AQs) V ((QuA—Q2) AQ3)] V ((Q1AQ2) AQs).

La traduction de cette formule en termes de portes donne le circuit de la figure 2.
Comme celui-ci est assez complexe, nous voudrions simplifier la formule avant de
construire le circuit associé. En mettapi A Q3 en évidence dans les deux derniers
termes de (12), on a (faites les détails!) :

R~ (-QiA=Q2AQ3) V (Q1AQ3).

Ensuite, en mettant la négation en évidence, on obtient :
R~ (=(Q1VQ2) AQs) V (QuAQy),
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Ql —0—[>o—
Q2 >o
Qs

S

)
.

FiG. 2 — Premiére version d'un circuit donnant le tableau 12

Q3

o1 >
—
W,

FiG. 3 — Un circuit donnant le tableau 12
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d’ou on tire facilement le circuit de la figure 3. Notons qu'il y a d’autres possibilités.
Par exemple, on peut vérifier (faites-le !) que

R~ (Q1AQ3)V (~Q2AQa),

ce qui donne le circuit de la figure 4.

Q ——
Qs

Q2—[>O—

FiG. 4 — Un autre circuit donnant le tableau 12

Remarque 2. En électronique, on a tendance a voir les opérations booléennes comme
des fonctions suZ, = {0,1}; par exempleA : Zy x Zp — Z,... || est de coutume
aussi de prendre des notations plus proches de I'arithmétique ordinaire (voir Tab. 13).
La raison est que les « » et «- » du tableau 13 sont les opérations habituelles sur

Logique | Electronique
-P P
PAQ P.-Q
PVQ P+Q
PVQ P&Q

TAB. 13 — Notations en électronique

Z; (calculs suZ modulo 2). Concretement,-« est la multiplication usuelle si et

« + » est l'addition standard s sauf que 1 1 = 0. Avec ces notations, certaines
propriétés vues précédemment semblent évidentes (comme le fait guee«listribue
sur «+ ») mais d’autres au contraire sont « anti-naturelles » (comme le fait gue «
se distribue sur «»). O

Nous n’investiguerons pas plus les liens entre le calcul propositionnel et les circuits
logiques. Les questions que vous pouvez vous poser — comme par exemple la maniére
de simplifier une proposition afin d’obtenir un circuit avec le moins de portes possibles
(utile pour faire des économies sur des circuits comprenant un grand nombre de portes)
— devraient trouver réponse dans d’autres cours.
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1.6 Annexe : syntaxe des propositions

Ce paragraphe décrit dans la méta-syrftaBF (Backus-Naur Form) la forme des
propositions de la logique booléenne (Tab. 14). Nous ne décrirons pas ici la méta-
syntaxe BNF elle-méme (ceci a plutdt sa place dans un cours d’informatiqlieu-

tant plus qu’elle est assez facile a lire une fois qu’on sait que-«»:signifie « est
défini comme » et que|<» marque une alternative.

(propositior} :: <proposmon élémentaije

—((propositior) )
((proposmor)) ((proposition)
({proposition ) V ({propositior)
((propositior)) = ((propositior)
({proposition}) < ({proposition)

TAB. 14 — Syntaxe des propositions

BNF est largement utilisé pour spécifier la syntaxe des langages de programmation et
par les programmes d’analyse syntaxiqo@réers telslex etyacc . Notre but en dé-
crivant les regles de construction des propositions sous la forme BNF est d’insister sur
le fait qu’en logique propositionnelle — comme avec les langages de programmation
— 0N ne peut écrire que des expressions permises par ces regles et rien d’autre (par
exempleP A VQ et 3x : P(x) ne sontpasdes propositions de la logique booléenne!).

Comme note finale, remarquons que la définitiotepositior) est récursive. Ainsi
un algorithme dearsings’exprimera naturellement sous forme récursive.

2 Théorie naive des ensembles

2.1 Notions de base

Cette section présente quelques notions de base de la théorie des ensembles. Le style
est informel : poussés dans leurs retranchements, les concepts ci-dessous ménent a des
paradoxes qui nécessitent, pour étre levés, une formalisation accrue — et trop lourde
pour une premiére approche.

4Le termeméta-syntaxsignifie qu'’il s’agit d’'une « syntaxe pour décrire les syntaxes »...
50n en parle avec beaucoup plus de détails dans le cours de logique mathématique deATiXV
(pour la description des langages du premier ordre) et dans « Algorithme Il » deUV.HRE.
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Intuitivement, unensembleest une collection d’objets. Ainsi, la notion fondamentale
est celle d’appartenane le fait qu’'un objeta soit dans un ensembl& sera noté

a c A (dites «a appartient & »). La négation de I'appartenance(a € A), s'abrége
ena ¢ A. Deux ensembles (disorset B) sont les mémesA= B) s’ils possedent les
mémes éléments (pour toata € A < a € B).

On peut décrire des ensemblesstensionc’est-a-dire en donnant explicitement tous
leurs éléments. L'ensemble qui contient les obgats. ., a, et uniguement ceux-la est
noté

{al, . ,an}.

Insistons sur le fait que deux ensembles sont égaux des qu’ils possedent les mémes
éléments;; il N’y a pas de relation d’ordre. Ainél,, 2,3} = {3,2,1}. Une autre consé-
qguence est que répéter un élément ne modifie pas I'enserfibjé} = {1}. Un en-

semble particulier esténsemble vided = {} qui ne contient aucun élément. Ainsi,

X € @ est une assertion qui est toujours fausse.

On dit qu’'un ensembld estinclus a un autre ensemblg, ce qu’on noteA C B ou
A C B, si tout élément dé\ appartient égalementB Il ne faut pas confondre cette
notion avec I'appartenance ; en fai€ A si et seulement dia} C A.

Les ensembles peuvent egalement étre décritoerpréhensionc’est-a-dire par une
propriété. Lensemble des élémentqui vérifient la propriété se noté-2:

{a: avérifie P}. (13)
Autrement dit, la définition affirme que I'équivalence suivante est vraie :
x € {a:avérifieP} < xvérifieP.
Par exemple{x: x € NAxdivise 12 = {1,2,3,4,6,12}. Ou encorda,b] = {x: x €

R Aa<xAx< b} estlintervalle des nombres réels compris eiateg b inclus. Sou-
vent on abrége{a:ac AA...} en{ac A:...}. Les définitions en compréhension

6D’un point de vue formel, la notion d’ensemble n’est pas définie, la relatiom st prise comme
primitive et on suppose a son sujet un certain nombre de propriétés (axiomes). De plus, il n'y a plus de
distinction entre objet et ensemble : tout est ensemble. Par la redatidn on exprime qu’un ensemble
a est membre de I'ensembfe..

"L'usage immodéré de ce principe donne lieu & des contradictions. En effet, constiliser{x :
X ¢ x}. On en déduit qu'on & €U <= U ¢ U. Cette derniére affirmation cependant ne peut étre
vraie... Cet argument est appelé le paradoxe de Russell.

8Notons que I'emploi de la lettre &» dans (13) n’est pas important ; c’est une variable « muette ».
En d’autres termes &» n’est la que pour donner un nom a I'élément duquel on parle, ce nom n’est pas
connu a 'extérieur des...}. On a dond{a: a vérifie P} = {b: b vérifie P}...

Sl utilisation exclusive du schéma de compréhension de la fdaeA : a vérifie P} permet d’évi-
ter la contradiction ci-dessus. Cependant, cet axiome n’est pas assez puissant; il ne permet méme pas
de définir I'union de deux ensembiles,...
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permettent de faire le lien entre les connecteurs de la logique booléenne et les opéra-
tions élémentaires sur les ensembles. On a

Nom \ Définition | Opération logique
complémentaire CA={x:x¢ A} négation
complémentaire relatif CgA=B\A={x:xcBAX¢ A}
intersection ANB={x:xe AAXeB} «et»
union AUB={x:xe AvxeB} «ou»
différence symétrique AAB= {x:xe AVxeB}  «ou exclusif»

On peut représenter ces opérations par dlagrammes de VenrConcretement, il

s’agit de représenter un ensemble par une « patate », les points se situant a I'inté-
rieur de cette patate symbolisant les éléments de I'ensemble. La figure 5 décrit les
opérations d’union, d’intersection,... sous cette forme. Ce lien entre logique booléenne

CA | | ‘
CeA B

AAB

@

>
N\
/
vs)

>
N\

B
FIG. 5 — Diagrammes de Venn

et théorie des ensembles est tres utile. Tout d’abord, on vérifie facilement (faites-le!)
gue deux formules équivalentes définissent le méme ensemble :

Si Py ~ P, alors{x: x vérifie P } = {x: x vérifie »}. (14)

Par exemple, la propositiof, := (x € R A X% —x = 0) est équivalente & := (x =
0V x=1) — puisqu’elles sont vraies et fausses en méme temps poux tedtet
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donc{x € R:x?>—x=0} = {x: xvérifieP;} = {x: xvérifieP,} = {x:x=0Vvx=

1} ={0,1}. De (14), on peut déduire de multiples conséquences. Par exemple, puisque
(PANQAR~PA(QAR), ona(ANB)NC=AN(BNC). Des lois de distributivité
(8)—(9), on conclut que (pouvez-vous faire les détails ?) :

AU(BNC) = (AUB)N(AUC),
AN(BUC) = (ANB)U(ANC).

Nous laissons le soin au lecteur d’écrire les identités ensemblistes qui découlent des
autres équivalences vues précédemment.

Les définitions en compréhension permettent de créer beaucoup d’autres ensembles.
Par exemple, Ensemble des partieke A est

ZA={B:BCA}.

Une autre opération importante estpi®duit cartésien Rappelons que se donner un
couple(x,y), c’est se donner les valeurset y et I'ordre dans lequel on les place.
Ainsi, (1,2) est difféerent de(2,1) — au contraire dg{1,2} = {2,1}. La propriété
fondamentale des couples est donc la suiv@nte

(x,y) = (X,Y) sietseulementsi=x Ay=Y. (15)
Le produit cartésien de deux ensemblest B est, par définition,
AxB:={(a,b):ac AAbeB}.

Plus généralement, on peut considérerndaples : len-uple de composantes,. . ., X,
se notg(xy,...,X,). La propriété fondamentale associée est la suivante

(X1,---,%n) = (X},...,X,) si et seulement sig = X} A -+ AXp = X,. (16)

De maniere analogue a ce qui a été fait ci-dessus, le produit cartésieendembles
Aq,...,Ajest:

A1><~--><Anz.|_lAi ={(a1,...,an): &1 € ALA - Aan € Ag}.

Lorsque tous legy sont égaux, on emploie I'abréviation :

n
AV:=Ax---xA= r!A.
—— L

n fois

100n peut définir les couples en termes d’ensembles>pa := {{x},{x,y}} (cette définition est
due a Kuratowski). On peut montrer (essayez!) que cette définition vérifie (15). Dans la suite cependant,
c’est uniqguement la propriété (15) qui nous intéressera et non confryghest défini.

10On peut définir lesn-uples de maniére récursive pour tout> 1 en posant(x;) = x; et
(X1 oy Xy Xng1) i= ((xl,...7xn),xn+1). Cependant, comme précédemment, seule la propriété (16) des
n-uples est utile, pas leur construction.
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Exercice 2. Prouvez qué&(CA) = A.

Exercice 3. Montrez que les identitd AN B) = CAUCB etC(AuB) = CANCB dé-
coulent des lois de Morgan.

2.2 Relations

Tous les jours, sans méme nous en rendre compte, nous faisons usage de relations.
Lorsque par exemple nous disons qu'une pomme est bonne, nous mettons en rela-
tion I'objet « pomme » et le qualificatif « bon ». Quand nous disons qu’une voiture
consomme plus qu’une autre, nous mettons en relation deux voitures en comparant
leurs consommations. On voit donc que notre discours est parsemé de relations. En
fait, si on y regarde de pres, plus que les objets eux-mémes, ce sont les relations qui
sont porteuses de sens. Il en est de méme en mathématique ou les relations sont omni-
présentes sous une multitude de formes. Donnons d’abord une définition précise de la
notion de relation.

Remarquons pour commencer qu’une relation définit un lien entre deux objets de type
connu. Par exemple, si on s’intéresse a la relation « lexXpeut prendre la couleyr,

il faut quex désigne un fruit ey une couleur. Il n’est pas question de prendre poau

y une automobile! Si on désigne pail’ensemble des fruits et p& I'ensemble des
couleurs, larelation ci-dessus lie des A avec dey < B. Notons cette relatioR(x, y).

Plus précisément, on dit quRx,y) est vrai six € A peut prendre la couleyre B et

faux sinon. Essayez d’inventer d’autres ensembBles B et des relations entre eux.
Pour que la définition englobe la variété des possibilités, elle ne peut imposer aucune
régle de construction des relations. Tout ce qu’on peut dire d’'une relation dans ce cas
est qu’elle fait la distinction entre les paires d’élémenety qui sont liées et celles

qui ne le sont pas. De maniere equivalente, on peut dire qu’une relation est la donnée
des couplegx,y) € A x B tels quex ety sont liés, les couples restant étant forcément
ceux pour lesquels ety ne sont pas en relation. Or, se donner un ensemb(g, gig

ce n'est rien d’autre que de se donner un sous ensemiflexd On a donc,

Définition 3. Une relation entre deux ensembles et B est la donnée d’un sous-
ensembldR de A x B. On notera souverR(x,y) au lieu de(x,y) € R.

Lorsqu’une relatiorR a lieu entreA et lui-méme R C A x A), on dit queR est une
relationsur A

Donnons quelques exemples.

= Sur un ensemble quelcongAeon a la relation d’égalité qui est donnée par le sous-
ensemble diagondl := {(x,X) : x € A} de A x A. On utilise la notatiorx =y au
lieu de(x,y) € A.

= SurZ, on a la relation « est le successeur ge» qui est définie par 'ensemble
{(y+1y):yez}.
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= Si M est un ensemble de magasind?ain ensemble de produits, il est naturel de
considérer la relatiofR(x,y) donnée par « le magasiie M posséde le produit
yeP»,

= SurN, on a la relation « divisey » définie par{(x,y) : y = gx pour un certain
g € N}. En général, on emploie la notatiahy pour dire quegx,y) appartient a cet
ensemble.

» Si C[X] désigne I'ensemble des polyndémes en une varizbdecoefficients com-
plexes, la relation naturelle zest une racine d® » est donnée paf(z P) €
C x C[X] : P(z) = 0}.

Une relationR C A x B peut se représenter de maniére graphique : on déplsig
une ligne horizontale les éléments Alesur une ligne verticale les éléments Bleet
on noircit le point de coordonné¢s, b) si et seulement gia, b) € R (voir Fig. 6). Par

B

(a,b)

a A
FIG. 6 — Représentation graphique d’une relation

exemple, pour la relation xe N divisey € N » vue plus haut, nous avons esquissé a
la figure 7 le début du graphe associé.

Jusqu’a présent, nous avons parlé des des relations entre les éléments de deux en-
sembles, c’est pourquoi nous les appellerons plus spécifiquagiatibns binaires

Bien entendu, rien ne nous limite a de telles relations : nous pouvons considérer des
relations entre ensembles. La définition suivante posséde cette généralité.

Définition 4. Soit n un naturel. Uneelation n-aire est unn+ 1-uple d’ensembles
(RAg,...,Ay) tel queR C Ap x --- x Ay. Souvent on notdR(ay,...,a,) au lieu de
(a1,...,an) €R

12 orsque les ensembléset B ne jouissent pas d’une relation d’ordre naturelle — au contraire de
N, Q etR — on dispose leurs éléments le long des lignes comme on le désire.
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FIG. 7 — Relation « divisey »

Donnons quelques explications. Cette définition insiste sur le fait qu’une relation n’est
pas seulement un ensemiftede n-uples « sélectionnés » mais inclut les ensembles
Ai,...,An sur lesquels cette relation a lieu. Dans la pratique, ces ensembles sont sou-
vent implicitement donnés et on parle, abusivement, de la relRtaanlieu de la rela-

tion (R, Ay, ...,A,). Comme exemple, considérons les relatiBns: {(x,y) € N2: x>
1ety>2} etR = {(x,y) € Z?: x> 1 ety > 2}. Celles-ci sont différentes car, bien
queR =R, on a implicitement que la premiére é& N,N) et la secondéR,Z,Z).
Insistons également sur le fait qu’une relation n’est pas une formule. En effet, les rela-
tionsR:= {(x,y,2) € R3:x+y=12} etR :={(x,Y,2) € Z3: x+y = z} sont différentes

bien gu’elles soient toutes deux définies pariky = z ».

Une relation unaire (1-aire) sur un ensemAlest simplement une partie de cet en-
semble R C A. On peut alors voiR(x) comme une proposition dont la vérité dépend
dex € A; les propositions considérées précédemment étaient vraies ou feRisges,
est vraie lorsqu& € R et fausse sinon.

Terminons par quelques exemples :

= la relation unaire « est une puissance de 2 » est donnée{paz N : n = 2 pour
un certairk € N} ;

= la relation unaire ¢ est un nombre premier » se définitjgre N: p> 1 et les
seuls diviseurs dp sont 1 etp} ;

= la relation quaternaire et r sont respectivement le quotient et le reste de la
division dex pary » correspond a I'ensembR= {(q,r,x,y) € Z*: x = qy+r avec
0<r<y};
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w larelation{(n,y1,y») € N®: n=y; +y, avecy; ety, deux nombres premieyest
liée a la conjecture de Goldbach (non prouvée a ce jour) qui dit que tout entier pair
n > 4 est somme de deux nombres premiers.

Exercice 4. Si A et B sont deux ensembles, montrer sur le diagramme de Venn quel
est'ensembl€ := {x: x€ A< x € B}.

2.3 Fonctions
2.3.1 Définitions

Dans la vie courante le mot « fonction » est souvent employé avec un sens différent de
celui gu’on lui attribue en mathématique. Quand vous affirmez que vous choisissez un
dessert en fonction de votre humeur, vous mettez en relation votre humeur et le choix
d’'un dessert. Cependant, rien ne dit qu’'une humeur donnée conditionnera un unique
choix de dessert. C’est pourtant cette derniere interprétation qui serait valable si on
avait dit que le choix d’'un dessert est une fonction (mathématique) de I'humeur! De
fait, d’un point de vue mathématique, les fonctions sont des relations particuliéres :
lorsqu’on dit quey est une fonction d&, cela signifie quey est univoquement déter-
miné par la connaissance ge

Une autre vision courante des fonctions est celle en termes de « formules ». Par
exemple, la fonctiorf (x) = sin(1/x) est donnée par la formule « $iYx) ». Le pro-
bleme, si on veut prendre cette vision comme définition est de répondre a la question :
gu’est-ce qu’une formule ? On veut en effet que la notion de fonction soit suffisamment
générale pour étre utile. Voici quelques exemples de difficultés :

= les fonctions elliptiques sont des solutions d’équations différentielles mais ne sont
pas définissables en termes de fonctions « usuelles » ;

= la fonction qui, a une valeur d’entréed’un programme informatique, associe le
résultaty du calcul n’est en général pas donné par une simple « formule » (voir la
figure 8 pour illustrationy’ ;

= la fonction qui & une courbg dansR? (elle-méme définie comme une fonctign
de [0, 1] versR?) associe sa longueur (voir figure 9) englobe plusieurs éléments dé-
routants comme un espace de départ complexe et une « formule » qui fait intervenir
intégrale et dérivée;

m etc.

13En fait, il existe une théorie de la programmation appé@lésalcul ol tout programme s’écrit uni-
guement a l'aide de fonctions. Cette maniére de procéder a donné lieu aux lafugegesnelparmi
lesquels on trouve sk, ML,...
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double f(double x1, int x2)

{

double vy;

if x2 <=
else y =

return(y);

FiG. 8 — Programme en C calculant une fonctjaf ,x2 )

0) y =x1
f(3.9 * x1 * (1 - x1), x2 - 1);

courbey

=Y.

— L= [ R e o

FIG. 9 — La fonction « longueur d’une courbe ».

On le voit, il n’est pas facile d’englober 'ensemble des cas ou on aurait envie de parler
de fonction a moins d’abandonner la définition en termes de « formules ». Il faut donc
rechercher une propriété plus « basique » commune aux exemples ci-dessus. En vérité,
comme nous l'avons déja remarqué au premier paragraphe, 'essence de la notion de la
dépendance fonctionnelle n’est pas tant une expression qui exprime cette dépendance
gu’un comportement déterministe :\siest une fonction de, dés quex est connu,

y est univoquement déterminé. Tous les exemples que nous avons donnés ont cette
propriété. Remarquons que, pour accommoder des situations telles qué /x)sin

qui n’a pas de sens poxr= 0, nous admettrons qu’a certaxige corresponde aucun

y.

En résumé, 4 est une fonction d& » exprime uneelation entrey etx qui a ceci de
particulier qu’'a urx donné il n’y a soit aucun soit un seyijui lui corresponde. Cela
donne lieu a la définition suivante.

Définition 5. Une fonction f est une relation binair€G, X,Y) telle que, pour tout
x € X, il existe au plus ury € Y vérifiant (x,y) € G. L'ensemble dex € X pour
lesquels un tey € Y existe est appelé Bomainede f et est noté Donf.

Le fait qu’il n’y a qu’un seuly correspondant @ permet d’employer sans ambiguité la
notationf (x) pour le désigner. Bien sdt(x) n’est défini que sk € Domf. Plutot que
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f = (G,X,Y), on préfére en général écrife
f:Xo—=Y:iX—y

ouy est le seul élément dé tel que(x,y) € G. LensembleG C X x Y est appelé
le graphede f. On le note plus communément Graph Remarquez que, puisque
(x,y) € G est équivalent & = f(x), on peut aussi écrire (voyez-vous pourquoi ?) :

Graph(f) = {(x,y) e XxY :xe Domf Ay = f(x)}.

La représentation graphique d’'une fonction est en fait la représentation graphique de
la relation Graphf). Insistons sur le fait que, comme pour les relations, les ensembles
de départ et d’arrivée font partie de la fonction. Ainsi

f:R-R:Xx—x+1 et g:Z—Z:Xx—Xx+1

sont deux fonctions différentes bien qu’elles soient définies par la méme formule.
Comme on peut le constater a la figure 10, leurs graphes sont également différents.

y y .

671 67 J

51 51 o

4+ 4+ .

‘;" fR->R:ix—x+1 ‘;’ *0:Z > 7Z:x—x+1
1 1e¢

o o

01 2 3 45 6 X 01 2 3 45 6 X

FIG. 10 — Deux fonctions différentes définies par la méme formule.

On représente aussi les fonctions par des fleches entre des « patates ». Plus précisé-
ment, pour symbolisef : X — Y, on trace une patate podr et une poury et, de
chaqué® x € Domf c X, on trace une fléche pointant versyle Y correspondant.

Sur la figure 11, la zone grisée daxi®st I'ensemble des points ded’ou une fleche

part, c’est-a-dire le domaine de La zone grisée d¥ est I'ensemble des points de
touchés par une fleche. On l'appellgriage Im f, de f :

Im f :={yeY:y= f(x) pour un certainc € Domf }.

14 e symbole «— » est propre a ces notes. L'usage courant est d’employerx Quant & nous,
nous restreindrons l'usage de—« » au cas ou Do = X. Autrement dit, «f : X o— Y » est sensé
attirer votre attention sur le fait qu'il eglossibleque Domf # X, c’est-a-dire quef (X) n’existe pas
pour certainx € X — comme c’est le cas pour le « $ityx) » vu plus haut.

15En général, on ne le fait que pour peuxdafin de ne pas surcharger le dessin qui doit donner une
idée plus qu’une représentation fidelefde
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FIG. 11 — Une autre représentation graphique d’'une fonction

2.3.2 Injectivité et surjectivité

Deux notions associées a une fonction quelconiguX -— Y sont importantes et se
rencontrent dans une multitude de situations. Il s’agit ihgelCtivité et de lasurjecti-
vité.

La surjectivité s’intéresse au fait qiyesoit recouvert par les imagdgx) lorsquex
varie dans Donf. Si c’est le cas, la fonction est dite sujective. Le fait qusoit
recouvert s’exprime également par fra= Y. On peut aussi voir la surjectivité de
comme suit : si on prend unquelconque dang, I'équation f (x) = y admetau moins
unesolutionx € Domf. En effet, I'existence d’une solutione Domf est équivalente
ay e Imf etle fait que cela ait lieu pour toyte Y veut dire queY C Im f ou encore
Y =Im f (puisque de toutes facoi¥sD Im f).

Linjectivité est concernée avec une autre propriété de I'équatienf (x), a savoir
l'unicité des solutions. En effet, on dira qdeest injective si, quel que softe Y, il
existeau plus unesolutionx € Domf de I'équationf (x) =y. Autrement dit, pour une
fonction injectivef, soit I'équationf(x) =y n'a pas de solution (i.ey ¢ Im f), soit
I'équationf (x) =y posséde exactement une solution (lorsgigdm f). Une troisiéme
maniere d’exprimer la méme chose est : s'il y a deux solutiqret x,, elles doivent

étre égales. En d’autres mots f$k; ) = f(X2), alorsx; = xp. Cette notion d’injectivité

est a ne pas confondre avec la définition de fonction. Etre une fonction veut dire qu'a
unx correspond au plus un Etre injectif est I'« inverse » : upprovient au plus d’'un

X. Une représentation graphique de cela est esquissée a la figure 12.

En résumé, nous avons

Définition 6. Soit f : X =— Y une fonction. On dit qud estinjective si une des
propriétés équivalentes suivantes est vraie :
= pour toutxg, X € Domf, si f(x1) = f(X2) alorsx; = x;

= quel que soiy € Y, I'équation f (x) = y admet au plus une solutione Domf.
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f
x 'x%vl

Pas une fonction Pas injective

FIG. 12 — Etre une fonction v.s. étre injectif.

Définition 7. Soit f : X — Y une fonction. On dit qud estsurjectivesi une des
propriétés équivalentes suivantes est vraie :
= pour touty €'Y, il existe au moins ux € Domf tel quef(x) =vy;

s IMmf=Y,;
= pour touty € Y, I'équation f (x) = y posseéde au moins une solutiwg Domf.

Lorsque ces deux définitions sont satisfaites ensemble pour une méme fonction, on a
la notion de bijection :

Définition 8. Soit f : X -— Y une fonction. On dit qud est unebijectionsi f est a
la fois injective et surjective. Lorsqu’une telle bijectidrexiste et que Do = X,
on dit queX etY sonten bijectionpar f et on notef : X Y ou simplemenX =Y
lorsqu’il est clair de quelle fonctiof il s'agit.

2.3.3 Restrictions

Comme on I'a vu, une fonction n’est pas seulement une regle d’association mais aussi
la donnée des ensembles de départ et d’arrivée. Par exemple,

f NSR:x—x et g-R—-R:ix— X

sont des fonctions différentes. Le fait qu’elles sont définies par la méme expression
algébrique implique que
vxe N, f(x) =g(x).

En fait, f est « la méme chose » qgesauf que sont ensemble de départ est plus petit.
Plus précisément, est la restriction dg a 'ensemble de dépaN. Cette idée peut
étre appliquée a une fonction quelconque ce qui donne lieu a la définition suivante :

Définition 9. soit f : X -— Y une fonction efA C X. Larestrictionde f a 'ensemble
A, notéef [, est la fonction définie par

flatAo— Y x— f(X)
avec DonfF [a) = (Domf)NA.
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2.3.4 Composition et inverses

Jusqu’a présent, nous nous sommes intéressés aux propriétés concernant une seule
fonction. Il est temps de voir comment on peut combiner plusieurs fonctions pour en
créer de nouvelles.

A cet effet, I'opération fondamentale est la composition. Celle-ci est relativement na-
turelle si on voit une fonction comme un « traitement » appliqué a une donnée. Par
exemple, sif : X «— Y est une fonction, on peut pensiix) comme le résultat d’'une
transformation effectuée supar f. Il est alors naturel de vouloir ensuite transformer

ce résultatf (x) grace a une autre fonction, disomsCeci est une maniére de regarder
les programmes informatiques : on part d’'une dontféernie au début du programme

et on la transforme successivement par diverses opérations jusqu’a ce qu’on obtienne
le résultat désiré. Mais revenons a l'aspect mathématique. Transfd(w)ea I'aide
degs’écritg(f(x)). Pour que cette expression ait un sens, il faut f{x¢ appartienne

a I'ensemble de départ dg Puisqu’on doit avoir cela pour toutet de maniére a ce

gue ce soit valable quelle que soit la fonctibde X versY, on va demander que I'en-
semble de départ dgsoitY — c’est-a-dire I'ensemble d’arrivée de En rassemblant

ce qui vient d’étre dit, on en arrive a la définition suivante.

Définition 10. Soit f : X o— Y etg: Y o— Z deux fonctions. La composép f deg
et f est la fonction définie par

gof:Xo—Z:ix— (gof)(x):=9g(f(x))
avec Donfgo f) = {x € X : xe Domf A f(x) € Domg}.

On peut représenter graphiquement cette situation comme suit :
f

Xom—sY  x— f(x)
go f g

z 9(f (%)

La composition est une opération associativef: SKo—Y,g:Y o— Zeth: Zo—W
sont trois fonctions, il est facile de vérifier (faites le!) que(go f) = (hog) o f. On
pourra donc employer la notatidro go f sans ambiguité. L'opération de composi-
tion possede aussi un neutre a droite et a gauche. Pour un enggrdBfeissons la
fonction identité sur Anotée id ou 1a, par

ida:A— A X— X

Le domaine de ig estA. Il est aisé (pouvez-vous faire les détails ?) de voir que, si
f : X o— Y est une fonction, alor§oidyx = f (neutre a droite) et idof = f (neutre a
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gauche). L'existence d’un neutre amene naturellement a se poser la question de I'exis-
tence d’inverses. Commencons par définir cette notion.

Définition 11. Soientf : X o— Y etg:Y o— X deux fonctions. On dit qug est un
inverse a gauch@esp.a droite) de f sigo f =idy (reps.f og=idy).

Notons que les inverses ne sont pas nécessairement uniques. Par exempfe, pour
{0,1} — {0,1,2} : x+— X, les fonctions

0—0 0—0
01:{0,1,2} - {0,1}: < 1—1 et 92:{0,1,2} - {0,1}:¢1+—1
2—0 2—1

sont deux inverses a gauche tlévérifiez le!). Pourf : {0,1,2} — {0,1} définie par
f(0)=0, f(1) =1etf(2) =0, les fonctions

0—0
1—1

0—2

gl:{O,l}—>{O,1,2}:{ 11

et g2:{0,1} — {0,1,2}: {
sont deux inverses a droite. L'existence d’inverses est liee aux propriétés d’injectivité
et de surjectivité vues plus haut. Voici le résultat.

Proposition 12. Soit f: X -— Y une fonction.
1. f posséde un inverse a gauche si et seulemddbsif = X et f est injective.
2. f posséde un inverse a droite si et seulement si f est surjective.

Démonstration.Condition nécessaire pour 1 :Par hypothéesgo f = idx pour un
certaing : Y o— X. Par définition du domaine de la composée de deux fonctions, on
aX = Domidx = Dom(go f) C Domf C X, d’ou Domf = X. Reste a montrer que

f est injective, c’est-a-dire que $i(x1) = f(x2) pour certain,xo € Domf, alors

X1 = X2. C’est bien le cas car, en appliquanaux deux membres d&(x;) = f(x2),
onag(f(x1)) =9g(f(xz)) ouencorgyo f(x1) =go f(x2) et donc, comm@o f = idy,

X1 = idx (Xl) = idx(Xz) = X2.

Condition suffisante pour 1 : On suppose ici que Doiin= X et quef est injective et
on veut construire un inverse a gauchey -— X. Définissong par

g:Yo— X:y—xtelquef(x) =y

avec Dong = Im f. C’est bien une fonction car I'injectivité dé implique l'unicité
du x correspondant a updonné. Le domaine dgest bien Imf car un telx existe si
et seulement gf € Im f. Resta a montrer qugo f = idy, c’est-a-dire que, pour tout
& e X, g(f(§)) =&. Mais, par définition de,

g(f(§)) = xtel quef(x) = f(5).
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Comme¢ est un tek (et que celui-ci est unique), ongaf (&)) = &.

Condition nécessaire pour 2 :Supposons quéo g = idy pour un certairg: Y o— X
et montrons qud est surjective, c’est-a-dire que, quel que saitY, on peut trouver
unx € Domf tel quef(x) =y. Soit doncy € Y. Prenons<:= g(y). Celui-ci est bien
défini car, comme on I'a vu précédemmeht; g = idy implique que Dong =Y. De
plusx € Domf. En effet, puisque € Y = Dom(f o @), par définition de ce dernier,
on ag(y) € Domf. Reste a voir qud (x) =y. En remplagank par sa définition,
f(x) = f(g(y)) = fog(y) =idy(y) =Y, ce qui termine I'argument.

Condition suffisante pour 2 : On suppose maintenant qieest surjective et on veut
construire une fonctiog: Y -— X telle quef o g = idy. Définissongy par

g:Y — X:y—unxchoisidang ¢ € Domf : f(§) =y}.

Ceci fait deg une fonction car, méme s'il y a plusieuistels quef (&) =, il est dit

gu’il faut en choisir (comme bon vous semble) I'un d’entre eux et que c’est celui-la
qui sera l'unique image dg Le domaine dey est bienY grace a la surjectivité. Il
faut voir quef og = idy, c’est-a-dire que (g(y)) =y pour touty € Y. Soit uny € Y.

Par définition,g(y) est uné tel que f(&) =y. Donc f(g(y)) =y. Ceci conclut la
preuve. [

En mettant les points 1 et 2 de cette proposition ensemble et au vu de la définition 8,
on a immeédiatement le corollaire suivant.
Corollaire 13. Soit f: X o— Y une fonction. f posséde une inverse a gauche et a droite

si et seulement si f est un isomorphisme d’ensembles.

Il est a noter que dans le cas buest un isomorphisme, I'inverse a droite et a gauche
sont les mémes et sont uniques. Il sont les mémes garsi=cx et f oh=€y, on a
g=goidy =go(foh)=(go f)oh=idxoh=h. Celaimpliqgue également I'unicité
car sig; et gp sont deux inverses a gauche, I'argument précédent mgnteeh = go

(et de méme pour les inverses a droite).

2.3.5 Exercices

Exercice 5. Montrez qu’une relatiorR C A x B peut étre donnée de maniére équivalente
comme une fonctiop : Ax B — {0, 1} telle que(a,b) e R< p(a,b) = 1.

Exercice 6. SoientX etY deux ensembles. Les projectionsXle Y surX etY respectivement
sont les fonctions gret pk, définies par

pry i X xY = X:(X,y)—Xx et prk:XxY—=Y:(Xy) —y.

Montrez que ces deux fonctions sont surjectives. Sont-elles injectives ?
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Exercice 7. Soit f : X o— Y une fonction. Pour toufA C X, on définit imagede A par f
comme

f(A):={f(x) €Y :xeDomf etx € A}.
» Vérifiez quef(X) =Imf etf(2)=0o.
= Prouvez que si; etA; sont deux sous-ensemblesXieon a
f(ALUA) = f(A1) U F(A2)
f(ALNA2) C f(A1)NTF(A2)

= Trouvez un contre-exemple (concret) qui montre bien qu’on n'a pas nécessairement I'éga-
lité dans la deuxieme affirmation ci-dessus.

Exercice 8. Soit f = (G, X,Y) une fonction et pf, pr, les projections deX x Y sur X et
Y respectivement. Vérifiez algébriquement et graphiqguement quefDoipry (G) et Imf =
pry (G).

Exercice 9. Soit f : X o— Y une fonction. Pour toB C Y, on définit I'image inversele B par
f comme

f71(B) := {xe X :xe Domf A f(x) € B}.
a Vérifiez quef~1(Y) = Domf et f1(2) = @.
= Prouvez que 8 C Y, alors
ffl(CYB) = Cx(ffl(B)).
= Prouvez que 98; etB, sont deux sous-ensembles¥eon a
f~1(BiUBy) = f1(B) U f(By)
f~1(B1NBy) = f1(By) N f1(By)
Exercice 10. Soientf : X o— Y etg:Y o— Z deux fonctions. Prouvez que
= Si f etgsontinjectives, il en est de mémeglef : X o— Z;
s Si f etgsont surjectives, alorgo f : X o— Z I'est aussi.
» Si f etgsont bijectives, alorgo f : X o— Z 'est également.

Exercice 11. NotonsAB I'ensemble des fonctions dB vers A. Prouvez que les fonctions
suivantes sont des bijections.

 {0,1}A — 2(A): f i {xeA: f(x)=1};
n ABX AC — ABYC: (f g)— fUgoU
ng:BUC—>A:x;—>{f(X) S?XEB
g(x) sixeC
etB, C sont deux ensembles disjoinB(C = @);
n (AB)C - ABC(f:C—AB) = (BXxC—AI(XY)— f(Y)(X);

n ACxB® — (AxB)C:(f,g)— (C— AxB:x— (f(x),9(x))) (cetisomorphisme dit sim-
plement qu’une fonctioh a valeurs dans un prodwix B est la donnée de deux fonctions
a valeurs dané et B respectivement qu’on appelle lesmposantedeh).

31



2.4 Ensembles de nombres

Les ensembles avec lesquels on travaille le plus fréquemment sont des ensembles de
nombres ou des ensembles construits a partir de ceux-ci. Plus précisément, il s’agit de

= N, 'ensemble des naturels;

s Z, 'ensemble des entiers;

s Q, 'ensemble des rationnels;

s R, 'ensemble des nombres réels.

Ces quatre ensembles devraient vous avoir été présentées durant vos études secondaires.
Si ce n'est pas le cas ou si vous avez des hésitations, il est impératif d’y remédier au
plus vite. Cette section devrait vous y aider. Cependant, si les explications sont trop
succinctes, n’hésitez pas a demander de l'aide.

2.4.1 Les nombres naturels

Commencons par parler @& I'ensemble des naturels. Il est composé des nombres O,
1, 2, 3, 4,... Ce nombres sont ceux que nous utilisons naturell&snir compter.
Pouvoir dénombrer un nombre quelconque d’objets signifie que si I'on en ajoute un,
c’est encore possible. Autrement dit, I'essence méme du comptage est de pouvoir faire
« plus un ». Cela veut dire que les nombres naturels, i.e., les élémelNi{sdat tous

ceux et uniquement ceux qu’on peut obtenir a partir de zéro en répétant un certain
nombre de fois 'opération «1 ». A titre d'illustration, constatons que=1 0+ 1,
2=1+1=(0+1)+1, etc. Une maniere plus abstraite mais extrémement utile de dire
gue tous les naturels ne sont que la répétition de I'opératioh = a partir de zéro est

le concept dgpreuve par récurrenceSupposons que nous ayons une proprhi¥d

qui dépende da € N. Pour prouver qué®(n) est vrai quel que soit € N, il faut et

il suffit que P(0) soit vrai et que, sous I'hypothés¥n), P(n+ 1) le soit aussi. Plus
formellement, on a

Axiome (Preuve par récurrence). Soit P une propriété suN (i.e.,P C N) telle que
= P(0) estvrai;

= pour toutn € N, P(n) = P(n+ 1) est vrai.
Alors, pour toutn € N, P(n) est vrai.

Intuitivement, cet axiome est valable car

= P(0) estvrai;

18En vérité, le zéro a pris beaucoup de temps pour étre reconnu a sa juste valeur et se répandre. Le
zéro est indispensable a notre maniére d'écrire les nombres et a la facilité de calcul qui en résulte. Si
vous n’étes pas convaincus, essayez de calculer en utilisant les chiffres romains...
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= P(0) et P(0) = P(1) sont tous deux vrais, d’'ou on déduit gR€l) doit étre vrai
(voyez-vous pourquoi ?) ;

= P(1) etP(1) = P(2) sont vrais et donc ausB{2) ;
= de méme pouP(3), P(4),...

Les mémes idées sous-tendent les définitions par récurrence. Techniqguement, cela
s’exprime comme Ssuit :

Axiome (Définition par récurrence). Soit X, Y deux ensembles €f : X — Y,
F:Nx X xY —Y deux fonctions. L'axiome affirme qu’alors il existe une et une
seule fonctionf : N x X — Y telle que

n f(0,x) = fo(X) pour toutx € X ;

= f(n+1,x) =F(n,x, f(n,x)) pour toutn € N etx € X.
La deuxieme équation peut paraitre paradoxale : elle défiem termes def lui-
méme alors qu’on ne le connait pas! En vérité, elle défimhn-+ 1 en fonction de
f enn et, comme chaque naturel n'est qué 0+ 1+ ---+ 1, en utilisant de maniére

répétitive cette équation, on arrivera au nas 0 que I'on connait. Pour illustrer cette
idée mettons-la en pratique pour de petits nombres naturels :

» f(1,x)=f(0+1,x)=F(0,% f(0,x)) =F(0,X, fo(x));

n f(2,X) = f(1+ 1,x) = F(1,x f(1,x)) et en utilisant le premier calcul, on a
F(2,x) = (1Xwafd)D

» f(3,X) = f(2+1,x) = F(2,x,f(2,x)) et on peut de nouveau utiliser les calculs
ci-dessus pour exprimdi(3,x) en fonction dedp etF qui sont connus;

= On peut continuer de la sorte ave@, x), etc.

Cette maniere de définir des fonctions par récurrence peut étre généralisée a bien
d’autres structures discrétes que les entiers et est un des concepts clefs de I'infor-
matique moderne.

Afin de voir les définitions par récurrence a I'ceuvre, employons-les pour définir les
fonctionsf(x,y) = x+yetg(x,y) = x-y a partir de 'opération de basel » sur les
naturels :

f(0,y) = 17)
&+1y%—ﬂxw
9(0,y) = (18)
g(x+1 y) gx.y) +y= f(g(x.y).y)
Remarquez que les équations ci-dessus ne sont qu’une version stylisée de propriétés

que vous connaissez bien. Pour I'addition, il s’agit juste de liderfité¢ 1) +y =

33



(X+Y) + 1. Pour la multiplication, de

XY= y_|_y_|_...+y1
—_—

x fois

on tire que(x+ 1) -y = x-y+Yy (voyez-vous pourquoi ?). Une autre maniére d’'ap-
préhender ceci est de constater que cela découle de la régle de distributivité de la
multiplication sur l'addition :(e¢+fB)-v= a-y+ B -v. Les équations (17) et (18)

ne sont donc que I'expression d’identités que nous connaissons intuitivement sur les
opérations d’addition et de multiplication.

A l'inverse maintenant, si nous prenons (17) et (18) conai@knitionsde I'addition

et de la multiplication respectivement, il devrait étre possiblprdaverles propriétés

gue nous tenons intuitivement pour vraies (ou alors ces définitions sont « mauvaises »).
C’est bien le cas : on peut établir 'associativité, la commutativité,... de I'addition et de
la multiplication grace a des preuves par récurrence (voir les exercices 12 et 13). Dans
le méme ordre d'idées, on peut définir la fonction exponentigllg) — XY, la relation
d'ordrex <, etc. (voir les exercices 14 et 16).

2.4.2 Les nombres entiers
2.4.3 Les nombres rationnels
2.4.4 Les nombres réels

(Ces trois sections apparaitront dans une version ultérieure de ces notes.)

2.4.5 Exercices

Exercice 12. Considérons la fonctioffi : N x N — N définie par (17). Bien gu'intuitivement

on sait quef (x,y) = x4+, ici on veutdéfinir x+y commef (x,y) — il n’est donc pas question
d’utiliser des propriétés intuitives de I'addition, il faut tout montrer a partir de (17). Prouvez
par récurrence swrque

1. f(f(x,y),z) = f(x, f(y,2)) pour tous lex,y,ze N;

2. f(x,0) =x pour toutx € N;

3. f(x,y+1) = f(x,y)+1pourtous lex,yc N;

4. f(x,y) = f(y,x) pour tous lex,y € N — utilisez les identités précédentes !

REMARQUE : Sion notex+Yy au lieu def (x,y), on voit que (1) est issociativitéde I'addition :
(X+Yy)+z=x+(y+2); (2) montre que zéro est un neutre a droite (I'est-il & gauche ?); et (4)
est la commutativité de l'additionx+y =y+X.
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Exercice 13.Soitg: N x N — N la fonction définie récursivement par I'équation (18). Prouvez
— en général par récurrence su— que

9(x,0) = 0 pour toutx € N.
9(1,y) =y pour touty € N.
g(x,1) = x pour toutx € N.
9(x+2zy) =g(x,y) +9(zy) pour tous lex,y,z€ N.
9(x,y+1) = g(x,y) + X pour toutx,y € N.
a(x,y) = g(y,Xx) pour tous lex,y € N.

o 01 A W DN P

7. 9(9(x,y),2) =9(x,9(y,2)) pour tous lex,y,z€ N.

Vous pouvez bien entendu utiliser les résultats de I'exercice 12. Si on définit g(x,y),
traduisez les propriétés ci-dessus et dites comment elles se nomment.

Exercice 14. Soith: N x N — N la fonction définie par
h(0,y) =1
h(x+1,y) =h(xy)-y

Couramment, on emploie la notatigt au lieu deh(x,y). Prouveza partir de la définition
ci-dessugue les identités suivantes sont correctes :

n X =x;

n XWTE=X X%

n (X)E=xX7

Exercice 15. Prouvez par récurrence que, quel que 3@tN, ou bienx = 0, ou bien il existe

un etun seul ye N tel quey+ 1 = Xx. INDICATION : considérez la fonctioffi : N — N définie
parf(0) =0etf(x+1)=x

Exercice 16. Définissons la fonctiorf : N x N — N par
f(x+1y) =F(xy, f(xy))

ou

1 siy=0 1 siz=1loux=y+1
foyy =14 Y et F(xyz:i={. Y
0 siy#0 0 sinon

Définisson < y comme une abréviation podifx,y) = 1. Prouvez par récurrence que

m X< X+1;
s X< X,

m X< ysietseulementsize N, y=x+z

De cette derniére propriété, concluez guest
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= transitive : sk < yety < z alorsx< z;
= antisymétrique : sk <y ety < x, alorsx=y.

INDICATION : utilisez des arguments similaires a ceux de I'exercice 15 pour montrer que
X — X+ 1 est injective et déduisez-en que, pour thdt N, X — X+ k I'est également (voir
exercice 10).

3 Logique du premier ordre

Dans les pages précedentes, nous avons rencontré a diverses reprises des expressions
telles que « quel que soit... », « pour chaque... », « pour certains... », « il existe... », etc.
Ces constructions sont extrémement importantes en mathématique et en informatique.
Pour cette raison, certains symboles ont étés créés afin de les abréger. Il s’agit de

= «V » qui représente « pour tout », « quel que soit... »,... et
= «J» qui se lit « il existe » mais remplace aussi « pour un certain »,...

Il s’agit de bien comprendre que ce ne sont que des symboles et qu’une suite de sym-
boles ne signifie pas forcément quelque chose. Pour bien les utiliser, il faut comprendre
leur sens — lire une phrase a haute voix peut vous y aider.

Pour employer a bon escient» et « 3 », examinons dans quel type de phrase
ils sont utilisés. Par exemple, on peut dire : quel que soit le naturekl 2n. Cette
phrase possede la structure suivante : quel quausaibjetune proprieté dépendant
de cet objet est vraie. Comme nous l'avons fait ci-dessus, on désigne généralement
I'objet par une lettre (ci-avamt) qui est appelée unariable En symboles, la phrase
s’écritVn € N, n < 2n ou, si le contexte rend implicite quec N, on peut I'abréger
envn, n < 2n. La propriété sulN, n < 2n est particuliere. Plus généralement, étant
donné une propriéte qui dépend d’une variabbe— ce qu’on représente p&{x) —
on peut écrire

VX, P(X)

ce qui signifie qué(x) est vrai quel que sok. Si on veut préciser gu’on ne considére
que lesx appartenant a un ensemdeon écrit

vx e X, P(x).

Il est a noter que, techniguement, cette formule est une abréviatigr, dec X =
P(x). De méme, les constructions permises aveoxsont du type

3x, P(x)

ce qui signifie qu'’il existe au moins uatel queP(x) soit vrai ou, de maniére équiva-
lente, queP(x) est vrai pour un certair. De nouveau, si on veut dire queXeont on
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affirme 'existence se trouve dans un ensemylen écrit
Ix e X, P(x).
Ici, cette formule est une abréviation gg x € X A P(x).

Insistons sur le fait qu’il est important de comprendre que ces phrases symboliques
n’ont rien de mystérieux. Il s’agit simplement d’écritures condensées de phrases fran-
caises. En principe donc, votre compréhension de la langue francaise devrait suffire...
Comme cependant I'expérience montre que ce n’est pas le cas, nous allons nous attar-
der un peu sur deux situations omniprésentes dans la pratique :

s l'utilisation d’'une phrase avec quantificateurs dont on sait qu’elle est vraie et
= |la preuve de la véracité d’'une telle formule.

3.1 Le quantificateur universel
3.1.1 Utilisation

Supposons que 'on soit en possession d’'une forruleP(x) dont on sache qu’'elle

est vraie. En d’autres termes on sait q(&) est vrai peu importe la valeur que I'on
donne &. Ainsi la maniére d'utiliser ceci dans un argument est de donner des valeurs
particulieres &. Par exemple, st peut prendre des valeurs entieres, on pourra dire
« ... en prenank = 24 dansvx, P(x), on déduit queP(24) est vrai... ». Il n’est pas
nécessaire bien sdr de prendre desconcrets » tels 24. Par exemple, si on ajuui
donne dex en fonction d’une autre variable x = g(u), on peut affirmer : « ... gréce
avx, P(x) avecx = g(u), on a quevu, P(g(u))... ». Lessence méme de I'utilisation

du quantificateur universel est donc de substituer certaines valeurs a la variable sur
laquelle on quantifie pour obtenir la vérité de la proposition qui suit le quantificateur
pour ces valeurs particulieres.

3.1.2 Preuve

Qu’en est-il maintenant si nous devoétablir qu'un proposition du typé&/x, P(x)

est vraie ? Cela revient a établir qB€x) est vrai quelle que soit la valeur queeut
prendre. Pour ce faire, nous prenonsxuarbitraire, sans aucune restriction sur ses
valeurs possibles, et nous cherchons a produire un argument général (qui dégend de
mais marche dans tous les cas de figure) qui md?(tx¢ Dans la pratique, le fait de

se donner ux arbitraire est souvent écrit sous la forme « Soitque I'on rencontre

a loisir dans les textes mathématiques. Il est important de comprendre que, puisqu’on
veut construire un argument qui fonctionne quelle que soit la valeur particuliépe que
peut prendre,
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= on doit laisserx sous forme de lettre de maniere justement a pouvoir plus tard
remplacer cette lettre par la valeur qui nous intéresse (comme nous I'avons expliqué
dans la premiére partie de cette section);

= il n’est pas question de ne Vvérifie(x) que pour certains exemples xle- en effet,
un nombre méme élevé d’exemplésae peut couvrir I'infinité de valeurs possibles
qu’en générak peut prendre.

3.2 Le quantificateur existentiel

Nous allons maintenant examiner les deux mémes questions pour les propositions du
type 3x, P(X).

3.2.1 Utilisation

Premiérement, supposons que nous sachions que la forulB(x) soit vraie et

que nous voulions l'utiliser dans un argument. Tout ce que la formxld>(x) nous

dit c’est queP(x) est vrai pour au moins ur Dans la pratique, on dit par exemple

« ... prenons um tel queP(x)... » et on continue 'argumentation aveoxcd faut bien
comprendre qu’on ne saitpriori rien d’autre sux que le fait qu'il satisfassB(x). Le

plus souvent, on ne peut déterminer sa valeur précise (ou elle ne nous est pas donnée).
On doit donc le laisser sous forme de lettre. Les déductions ultérieures qui font appel
ax se basent donc sur le fait gBeest vrai erx.

3.2.2 Preuve

La deuxiéme situation est celle ou I'on veut établir qu'une formule du BypeP(X)
est vraie. Il faut donc maintenantontrer qu’'on peut trouver urx qui satisfaitP.
Argumenter qu’il est plausible gu’'un t&lexiste ne sulffit pas, il faut eexhiberex-
plicitement® un et prouver que celui-ci vérifie la proprié® Souvent bien sdr, il y a

pavant linvention du « calcul symbolique », les mathématiciens faisaient leurs preuves sur des
exemples. Cependant, il faut réaliser que le but n'était pas de résoudre le probléme dans un cas parti-
culier mais d'offrir une solution générale en employant le cas particulier comme véhicule des idées —
a défaut d’avoir la notion de variable pour le faire explicitement. C’était donc difficile a lire puisqu'il
fallait par soi-méme inférer les principes généraux a partir de 'exemple. Aujourd’hui, si on veut prouver
gue quelque chose est vrai pour n'importe quel objet, on ne fait plus la démonstration en donnant des
valeurs particuliéres a I'objet mais on le symbolise par une lettre... Cette qualité d’abstraction symbo-
lique est également au cceur de I'informatique ou un programme doit résoudre une classe de problémes
dont une instanciation particuliére est décrite par des valeurs données aux variables d’entrée.

18Ceci est valable lorsqu’on cherche a faire une démonstrdtieatede 3x, P(x). Nous verrons a la
section 3.4 une autre maniere de procéder qui consiste a supposer qu’'on ne peut trouveetde del
dériver une contradiction.
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plusieursx possibles — la loi du moindre effort voulant qu’on recherche le plus simple
possible ! D’autre part, ce dépend en général d’autres variabjeg, t,... On ne re-
cherche donc pas, sauf dans des cas simples, une valeur « concréteosrdaex = 1
mais plutét une maniére de construiken fonction des valeurs des autres variables
(en distinguant différents cas de figure si nécessaire, etc.).

3.3 Exemples

Aprés avoir expliqué les principes généraux de manipulation des quantificateurs,
voyons-les a I'ceuvre sur quelques exemples.

Considérons la formulex € R, x?+x+1 > 0. Comment prouvé? qu’elle est vraie ?
Une preuve pourrait étre écrite comme suit :

Soitx € R. On doit montrer que? +x+1 > 0. Puisqued +x+1 = (X+

1/2)? +3/4 et qu'un carré est toujouts 0, on en déduit que’ +x+1 >

3/4>0.
Remarquez qu’on n'a pas vérifié 'inégalité-+ x+ 1 > 0 sur des exemples. Ceci a sa
place dans une investigation préliminaire afin d’explorer un peu le probléme mais pas
dans une preuve. En effet, quelques exemples ne peuvent en aucun cas épuiser l'infinité
des nombres réels. En fait, se baser uniquement sur des exemples sans en comprendre
le mécanisme peut mener a penser qu’'une propriété est exacte alors que ce n’est pas
vrai.

Prenons maintenant un exemple avec un quantificateur existefitiel R, x° — 2x+
1 = 0. Pour prouver que c’est vrai, il faut exhiber un xelOn pourrait donc donner
'argument :

Il suffit de prendrex = 1. En effet, en remplacamtpar 1 dansé = 2x+ 1
on constate que c’est bien égal a zéro.

Ici on a pu présenter uaconcret (a savoir 1) car la proposition est fort simple. Il suffit

de modifier un peu I'énoncé pour que ce ne soit plus possible. C’est le cas par exemple
pour dx € R, € = —x. Montrer que cette derniére propriété est vraie est bien plus
difficile et demande des procédés de construction qui font partie du cours d’analyse
mathématique. Vous pouvez cependant étre convaincus que c’est le cas en tracant les
graphes des fonctio®® — R : x— x etR — R : x — €* et en constatant qu'ils ont un

point d’intersection (voyez-vous ou est{eherché ?).

Terminons par un exemple qui fait intervenir plusieurs quantificateurs dans une méme
proposition. Comment fait-on pour montrer que

vh,ce R, JRe R, Vxe R, —x®+bx+c<R (19)

19Nous ne nous intéresserons pas ici aux moyeagair une idéale la vérité ou de la fausseté d’une
proposition et ainsi de la maniére de la prouver ou de la contredire. Ce que nous voulons mettre en
évidence ici est la structure des arguments qui transforment ces arguments en preuves solides.
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est vrai? Intéressons nous d’abord a la structure de la preuve avant de la faire en
détail. Cette structure résulte juste des principes précédents. En effet, (19) est de la
formeVvb,c € R, P(b,c) et, par conséquent, la preuve commencera par «Satit

deux nombres réels. » suivi d'un argument qui monti(fa c) — sans imposer de
restriction sutb etc. CommeP(b, c) est de la formélR € R, Q(b,c,R), pour prouver
P(b,c), il faudra exhiber urR. CeR pourra bien entendu dépendrelzet c. Ensuite,

une fois ceR déterminé, il faudra montrer qu'il satisfaixk € R, —x?+bx+c < R.

Pour résumer, la forme de la preuve sera

Soitc,b e R.

On donne une valeur (bien choisielRa@ui dépendra en général destc.
Soitx € R.

Un argument montre quex? + bx+ ¢ < R— en conséquence du bon choix
deR.

En voici une rédaction complete :

Soitb, c € R. Choisisson®&:= b2+ c. Il faut montrer que-x%2+bx+c < R
quel que soik € R. Soitxe R. On a
2 p? b?
2
—X“+bx+c= —(x——) —+c< —+cCc=R
+bx+ 5) tgte< g+

ce qui termine la preuve.

Il est important queR puisse dépendre deet c. Si une telle dépendance n’était pas
permise, on aurait écriiR € R, Vb,c € R, ¥x € R, —x?+ bx+ ¢ < R (noter la per-
mutation des deux quantificateurs). Cette derniére proposition est fausse. (Une inter-
prétation graphique des propositions ci-dessus peut aider a comprendre comment nous
avons trouvé les arguments que nous avons présentes.)

Comme ces exemples le montrent, il est possible de se poser beaucoup de questions a
propos d’une simple inégalité du typex® + bx+ ¢ < R. Ces questions sont exprimées

par la maniére dont les quantificateurs précedent I'égalité. Il est donc important, lors-
gu’on a a justifier une proposition, que I'articulation du raisonnement soit clairement

en relation avec I'ordre des quantificateurs.

3.4 Neégation et preuves par I'absurde

Quelle est la négation d&, P(x) ? Autrement dit, quandx, P(x) est-il faux ? Puisque
vx, P(x) dit queP(X) est vrai pour touk, cela sera faux dés qu’unne satisfait pas
P, ou encore, s'il existe (au moins) uatel que —P(x) soit vrai. Un résumé de la
discussion précédente en symboles donne

= (X, P(X)) =~ 3x, =P(x). (20)
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On peut refaire un raisonnement similaire pour la négatioBxdé>(x). En effet, s'il
est faux gqu’on ne peut trouver aequi satisfass@(x), cela veut dire qu@(x) ne peut
jamais étre satisfait pour aucun ou encore que-P(x) est vrai quel que soit. La
traduction de ceci en symboles donne

=(3x, P(x)) = Vx, =P(x). (21)

On peut aussi prendre une route différente pour montrer (21) et I'obtenir comme
conséquence de (20). Supposons donc que (20) soit vrai quel guietaibontrons
queﬁ(ﬂx, Q(x)) ~ VX, =Q(x) (nous avons pris la lettr® au lieu deP pour dis-
tinguer plus facilement (21) de (20)). En considérant (20) &ee —Q, on obtient
—(Vx, ~Q(x)) ~ Ix, =—Q(x). Maintenant, en prenant la négation des deux membres
de cette équivalence (qui restent donc équivalents) et en utilisant le fait-¢Re- R
quelle que soit la propositioR, on obtient (pouvez-vous justifier en détail ?)

VX, —\Q(X) ~ | (VX, ﬁQ(X))
ﬂ<E|X, —'ﬁQ(X))
~ = (3x, Q(X))

ce qui est I'équivalence recherchée.

12

Appliguons ce que nous venons d’établir aux preuves par I'absurde. Nous avons vu a
la section 1.4 (page 10) qu’une preuve par I'absurde consiste a supposer que les hypo-
thesedH sont vraies, que (malgré cela) la thdsest fausse — i.e; T est vrai — et

a en déduire une contradiction. Puisque nous savons maintenant nier des propositions
contenant des quantificateurs, nous pouvons aussi prouver par I'absurde des théses en
contenant. Il en va de méme des preuves par contraposition.

Faisons un exemple pour illustrer cela. Nous allons montrer que
VXER, ((Ve€eR, €>0=[x <€) =x=0).

Voici comment on pourrait en rédiger une preuve par contraposition :

Soit x € R. Au lieu de montrer(Ve > 0, |x| < €) = x= 0, nous allons
montrer sa contraposée, a savofk = 0) = —(Ve > 0, |x| < €) ou encore

X# 0= (Je >0, |x| > ¢).

Supposons donc que+# 0. Il faut exhiber ure > 0 qui satisfasséx| > €.
Prenong := |x|/2. Puisquex# 0, on a bien que > 0. De plus, de nouveau
parce que # 0, |x| > |x|/2 = €, ce qui termine I'argument.
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3.5 Application aux bases de données

Sila lecture de ces quelques notes ne vous a pas convaincu que la logique a non seule-
ment une grande importance en mathématique mais a également des connections avec
d’autres disciplines, voici un dernier exempfe.

De nombreux problémes pratiques requierent le stockage et I'analyse efficace d’'une
guantité importante de données. Par exemple, on peut imaginer que la police a besoin
de savoir, a partir de la plaque d’une voiture, sa marque et son propriétaire. Sil'on avait
a organiser ces choses sur papier, on le ferait naturellement dans un tableau tel que le
tableau 15. D’un point de vue mathématique, ce tableau décrit un ensemble d’éléments

Plaque Marque Propriétaire
XTC-157 | Opel Vectra Pol Lenoir
CRT-143 | Mitsubishi Space Star Elodie Detor
RTE-666 | Mercedes Rob Vilain

TAB. 15 — Organisation de données

en relation. Si on appell®; I'ensemble des plagueB, I'ensemble des marques et

D3 I'ensemble des propriétaires, ce tableau donne I'ensemble des triplets en relation,
c’est-a-dire qu'il décrit une relatioR C D1 x Do x D3. Par exemple, la premiére ligne

dit que (XTC-157,Opel VectraPol Lenoin € R.

Ainsi la théorie des bases de données organise ses informations en relations. Diverses
notions qu’on y rencontre ne sont que des reformulations de concepts vus précédem-
ment. Par exemple, la premiére colonne de la table 15 sera appelé& wae il ne

peut exister deux triplets dont la valeur dans la premiére colonne (la plaque) est la
méme mais celle des autres colonnes different. Cela ne veut rien dire d’autre que le
fait que la projection pr: Dy x D2 x D3 — Dj : (v1,V2,V3) — V1 est injectivesur R
(pouvez-vous faire les détails ?). Comme on sait qu’une fonction injective admet un
inverse a droite, il existe une fonction

f:D1o— Dax D3z avec Domf = pry(R)

telle que, pour tout; € Domf, (v, f(v1)) € R Cette application donne juste les at-
tributs v, etvs correspondant a um. En bases de données, on développe aussi une
maniere de calculer avec les relations qu’on appelle I'« algebre relationnelle » et qui
se reformule directement en termes des opérations ensemblistes vues ci-avant.

20\lous aurez I'occasion d’approfondir les idées qui suivent dans le cours de Jef Wijsen intitulé « Fi-
chiers et Bases de Données ».
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Par ailleurs, lorsqu’on a des données, on souhaite également pouvoir les explorer, c’est-
a-dire poser des questions a leur sujet. Par exemple, I'ensemble des voitures que Pol
Lenoir posséde est donné par

{(v1,v2) : (v1,V2,Pol Lenoin € R}.

Si on veut savoir combien de personnes possedent au moins deux voitures, il suffit de
regarder le nombre d’éléments de I'ensemble

{vs € D31 3vy, Vo, Vi, Vo, V1 # Vi A (V1,V2,V3) € RA (V],V5,V3) € R},

Si nous avons une autre relatidfw,, wp) exprimant le fait que la voiture de plaque

a eu un accident a la date, on peut se demander quels sont les conducteurs qui n’ont
jamais fait d’accident (avec aucune de leurs voitures). Lensemble de ces conducteurs
est donné par (voyez-vous pourquoi ?) :

{v3 € D3 W1, Vo, R(v1,Vo,v3) = (W, —A(vy,t)) }.

Comme ces exemples le mettent en évidence, les questions, encore appelées requétes,
a une base de données s’expriment naturellement par des formules avec des quantifi-
cateurs ou les relations qui peuvent y figurer sont celles qui sont présentes dans la base
de données.

Bien que I'apercu des bases de données que nous avons présenté ici soit essentielle-
ment théorique, il faut savoir que ces principes sont implémentés dans toutes les bases
de données modernes.

Ainsi, une bonne compréhension de la logique et de la théorie des ensembles vous sera
d’'une grande aide pour aborder une multitude d’autres sujets.
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