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Chapitre |

Résolution d’équations non-linéaires

Dans ce chapitre, nous allons nous efforcer de présenter quelques méthodes de base
pour résoudre des équations du type

f(x)=0 (1.1)

ou f : [a,b] — R est une fonction continue. Malgré son apparente simplicité, (1.1)
symbolise en fait une grande diversité de problemes.

Tout d’abord, on pense bien sOr aux équations algébriquek est un polynéme.

Or on a vu au chapitre 1l que I'évaluation d’'un polynéme, et a fortiori les calcul de
ses racines, pouvait étre fort sensible a des petites perturbations sur ses coefficients.
En d’autres termes, avant méme de parlemé¢hodepour trouver des racines, il faut
utiliser les outils du chapitre précedent pour évaluéaisabilitéd’'une telle démarche.

Les fonctions polynomiales offrent déja un vaste champ d’investigation, par exemple
on peut vouloir calculer toutes les racines réelles d’'un polynéme ou si on veut inverser
une série de puissances jusqu’a un ordre

Mais, bien entendu, dans (1.1}, peut étre bien autre chose qu’un polynéme. Dés
gu’on s’éloigne un peu des exercices des livres scolaires ou les questions sont choisies
pour que les résultats « tombent bien », on aboutit aisément au probleme de trou-
ver une quantit& vérifiant f(x) = 0 sans qu’on puisse détermineexplicitement.
Comme exemple élémentaire, considérons simplement le calcul des fonctions telles
quey = arcsinx), y = arctgx),... Les techniques développées ci-apres permettent de
les évaluer en résolvant les équationsysinx, tgy = x,... sur des intervalles adéquats.

Une équation du type (I.1) recouvre encore beaucoup d’autres applications. Considé-
rons par exemple le lancement d’'un projectile. Selon la loi de Newton, sa trajectoire
est décrite dans un repére cartésien par une fonttiex(t) = (x(t),x(t)) qui doit
satisfaire une équation du type

OZX(t) = F (t,dx(t), X(t)).
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6 Chapitre I — Résolution d’équations non-linéaires

Chercher par exemple a savoir a quel moment le projectile retombe sur le sol revient
arésoudrex(t) = 0. Ainsi, si on dispose d’'une méthode numérique pour estfter
on pourra utiliser les méthodes de ce chapitre pour résogre= 0.

Puisqu’en général la solution d’'une équatix) = 0 ne s’exprime pas par une « for-

mule », on ne peut espérer trouver une solution exacte (ou une représentation symbo-
lique de celle-ci) en un nombre fini d’étapes. Le mieux qu’on puisse faire asp-

cher les solutions avec une précision aussi bonne qu’on le souhaite. Mathématique-
ment, cela signifie qu’on a une suib&,)ncn de « solutions approchées », c’est-a-dire
telle quex, — x* oux* est une racine f(x*) = 0.

Avoir des méthodes pour obtenir des solutionsf ¢ = 0 de maniére approchée est
intéressant mais, si on veut les appliquer a des problemes concrets, le temps qu'il fau-
dra attendre pour obtenir la réponse est aussi crucial. Par exemple, en ce qui concerne
le projectile heurtant le sol, le coGt de calcubde) peut étre realtivement élevé et on
voudrait donc que la méthode de résolutiorxgl¢) = 0 converge en aussi peu d’étapes

gue possible. En effet, le résultat de ce calcul est peut-étre utilisé pour prendre des
décisions quant a la trajectoire ultérieure du projectile. Cette vitesse de convergence
s’exprime ici par le gain de précision qu’on gagne en passar} dex,. 1. Nous al-

lons commencer par définir précisément ce concept avant de voir des méthodes de
résolution spécifiques.

.1 Ordre de convergence

Commencons par introduire une notation qui nous sera fort utile.

Définition 1.1.  Soient(x,) et (yn) deux suites. On dit quéx,) est ungrand Ode
(Yn) lorsquen — oo si il existe unng € N et une constant€ > 0 tels que

Yn>ng, |Xa| <Cyy

Quand c’est le cas, on notg = O(Yn).

Remarque I.2. La notationx, = O(Yn) est abusive. En effet, on peut aussi éaire
O(yn) pour d’autres suite&,). On devrait donc plut6t notéxk,) € O(yn). Cependant,
I'abusx, = O(yn) est fort pratique car il permet d’employer le symbQlg/,) dans des
expressions. Par exemple, on peut écrire le développement de Taylaudeur dexg

comme N

f(x) = ;%aif(xo)(x—xo)i +0O(|x—xo|™1).
i=
Le symboleO(yy) est alors pensé comme représentant une certaine suite au sujet de

laguelle la seule chose qui nous intéresse est qu’elle est born€gg@sur un certain
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C. Lorsqu’on effectue des calculs, la suite représentée®pay) peut changer a chaque
occurrence du symbol@(yn). Ainsi on écriraO(yn) + O(Yn) = O(Yn) et 20(Yn) =
O(yn)!

Cette notation est communément utilisée lorsqu’on parle de la complexité des pro-
grammes. A titre d’exemple, on voit immédiatement (faites les détails nuen +
17 = 0(n?), sin(n) = O(1) etnsin(n) = O(n).

Intéressons nous maintenant a ce qu’on appelle la convergence linéaire. Prenons une
suite (xn)neny CONvergeant verg*. La question est de caractériser la vitesse avec la-
quellex, se rapproche de*. Le cas le plus simple est quand la distanceig ax*
est au plus une fraction de la distancexd@ x*. Cela s’écrit :

[Xn+1 — X < xp — X1, ce]0,1].
En appliquant cette inégalité de maniéere récurrente, on oblightx*| < ¢|X,—1 —

X*| < E|Xn_2 — X*| < --- < "o — X*| = O(c"). C’est ce résultat que nous prendrons
comme définition de la convergence linéaire.

Définition 1.3.  On dit qu’une suite(x,) converge (au moins) linéairement a
I'ordre 1 versx* s'il existe unc € [0, 1] tel que

Xn = X"+ 0(c") lorsquen — o, (1.2)

Remarquons que, comnee< 1, la convergence de, versx* est une conséquence de
(1.2). D’autre part, au vu de ce qu’on vient de dire, si

. Xnt1— X°
IlmsupM

<1,
Nn—oo |Xn— |

alorsx, — x* a l'ordre 1. En particulier, si

. Xnp1—X*
lim 22 o1 q]

n—oo Xn_
('écriture suppose implicitement que la limite existe), algrs— x* linéairement.

La convergence a des ordres supérieurs a 1 vise a exprimey quest beaucoup plus
proche dex* quex,. C’est le cas si

[Xn1 =X < Cfxn —x*|P
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ouc> 0 etp> 1. en utilisant cette formule de maniere répétée, on obtient

2
Xtk — X'] < Sk 1 — X[ < CP g k2 — X P
<P P [xy — X[ = PP T x|

— C(pk—l)/(p—l)‘xnO _ X*|p" _c Y- (Cl/(p—l) Xnp — 1) pk

Dans cette formules—Y/(P~1) peut étre vu comme une constante ehggést suffisam-
ment grand, on peut avoir que= ¢ P~V |x, — x*| < 1. En conclusion}x, — x*| <
const.d® lorsquen > ng. C’est ce que nous prendrons comme définition.

Définition 1.4.  On dit gu’une suitéx,) converge verg* (au moinsk I'ordre p s'il
existe urc € [0, 1] tel que

Xn=X"4+0(c”") lorsquen — o, (1.3)

Comme pour la convergence linéaire, (1.3) implique gyeonverge verg*. On vient
de voir que que, si
[Xnt1 — X|

limsup————~— < et Xn — X5,
n—oo ’Xn—x*|p

Y y -\ -, . - - —_ k 7
alorsx, — x* a l'ordre p. La premiéere condition dit que la sw(%”rﬁ—x*"‘p')n est bornée.
D’autre part, on peut remarquer quexgi— x* a l'ordre p, alorsx, — x* a l'ordre q
pour toutqg entre 1 etp inclus.

.2 Meéthode de la bissection

La méthode de la bissection est un procédé qui permet a la fois de montrer I'existence
d’'une racine d’une fonctior : [a,b] — R et de I'estimer numériquement. L'idée est
simple : sif est continue et change de signe &b, il faut que f s’annule en un
certain point dda, b]. Supposons qué(a) < 0 et f(b) > 0. Choisissons au hasard un
pointxg € |a, b[. Si f (Xg) =0, on afini. Sif (Xo) < 0, alors il doit y avoir une racine dans
|Xo0,b[ =: ]az,b1[. Sinon, f(Xp) > O et il doit y avoir une racine dara, xo[ =: ]az, bs|.
On recommence la procédure en choisissardans|a;,b;] et ainsi de suite ce qui
donne une suite décroissante d’intervallag b, contenant chacun une racine. On
espere que, et by, sont de bonnes approximations d’'une racihe a, < xX* < b, et

an — X*, by — x*. Pour que ce soit le cas, il faut que la longueur de I'interalieby]
tende vers 0. Il faut donc bien choisir les poirtgtrouvez un exemple ou @, ni by,

ne converge vers une racine). Le théoreme s’énonce comme sulit.
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Théoreme I.5.  Soit f: [a,b] — R une fonction continue. Si(&) f (b) < 0O, la fonc-
tion f posséde au moins une racine daas|. De plus, si on définit par récurrence
20, bo] = [a, b],

[@n, Xn] si f(an)f (X )
X1 =3(@+bn) et [ani1,bnia] =1 [Xn,X] = {Xa} Si f(x0) = (1.4)
[Xn, bn] si f(xn) f(b )

les trois suitegay), (by) et (x,) convergentinéairementers la méme limite’xavec
f(x*)=0.

Démonstration. Quitte & remplacerf par —f, on peut supposef(a) < 0 et
f(b) > 0. Commengons par montrer par récurrence [@4g,| est bien défini et que
f(an)f(bn) < O sauf siay = by auquel casf(a,) = f(by,) = 0. Pourn=0 il n'y a
rien a montrer. SUpposons que ce soit vrai poat montrons le poun+ 1. De deux
choses l'une. Soié, = b, sont racines et alora,, 1 = by.1 = a, sont aussi racines.
Soitay # by et f(an) f(by) < 0, ce qui implique que

m Si f(an)f(X) <0ouf(x,)f(bn) <O0,ant1# bny1etf(ansa)f(bnr1) <O0;
» sinon, f(a,) f(X,) f(xn) f(by) > 0 d’'ot on déduit quef(x,) = 0 et quean 1 =
bhi1 = X sont des racines die

Vu la définition de (1.4), il est aisé de voir que

vneN, [@n+1,bn11] € [@n,bn] €t |bni1—ansa| < 3bn—an.

Cela implique que la suitgx,) est de Cauchy. Soit en effet> 0. Puisque 12" — 0,
il existe unng € N tel quen > ng = (1/2")|bg — ap| < €. Pour tous lesn > n > ngp, on
a quexm € [am, bm| C [an,bp] et des lors

1
Xm — Xn| < [bn—an| < 3[bp-1—an-1] <+ < -ao—bo| <€
2n

La suite(x,) est donc bien de Cauchy. Par conséquent, il existe"un[a,b] tel que
Xp — X*. D’autre part, vu quéx, — an| < [bn — an| =5 0 et|bn —Xn| < |bh—an| 75>
0, il est facile de montrer (faites le'!) quay) et(bn) convergent aussi vers. Puisque
f(an) f(bn) < 0 pour toutn, on en déduit en passant a la limite suet en utilisant la
continuité def que f(x*)? < 0, c’est-a-diref (x*) = 0.

Nous avons donc montré qudeposséde une racine — a saveir— et que les suites
(an), (bn) et (xn) convergent toutes trois vers. Reste a voir que cette convergence
est linéaire. Nous allons le voir po(x,), I'argument étant le méme po(ai,) et (by).
PuisqueXm)m=n C [an, bn] et quexm — X*, on a quex* € [an, by]. En conséquence

1
[Xn =X < [bn — an| < Z51bo — 80| = O(c") (1.5)
ouc=1/2€]0,1|. O
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Remarque |.6.

= La démonstration ci-dessus montre en fait que les fonctions continues possédent la
propriété de valeur intermédiairé savoir que pour towte [f(a), f(b)], il existe
unx € [a,b] tel quef(x) =y.

= Une estimation du type (1.5) est extrémement intéressante car elle permet de donner
a priori le nombre d’étapes suffisant pour connattravec une tolérance En effet,
si on veut savoir a partir de quelon a|x, — x*| < €, il suffit de cherchen tel que
(1/2")|b—a| < &. C'est équivalent & > [logy(|b—al/e)| ol [&] dénote le plus
petit entier> &.

1.3 Methode de la fausse position

La méthode de la bissection est intéressante car elle converge sous des hypothéses trés
faibles. Malheureusement, la vitesse de convergence n’est pas tres élevée : méme sile
graphe def est un segment de droite fest affine —, il faudra de nombreuses ité-
rations avant d’avoir une estimation relativement précise de la racine. D’ou I'idée que,

au lieu de prendre poug, le point milieu defa,, by, il vaudrait peut-étre mieux choisir

X, comme l'intersection du segment de droite joignga, f (an)) et (bn, f(bn)) avec

l'axe « desx» : R x {0}. Cela donne la formule :

bn — an
f(bn) — f(an)

On peut espérer ainsi qug converge plus vite vers'. Le désavantage de ce choix est
gue nous aurons besoin de plus d’hypothéses gmur montrer cette convergence.

Xn = an — f(an).

Théoréme 1.7.  Soit f € C([a,b];R)N C%(Ja,b;R) une fonction convexe ou conca-
ve' et f(a)f(b) < 0. Définissons @ by, X, par la récurrence suivante @=a, bp =b
et

bn —an
f(bn) — f(an)

[an,Xn] Si f(an)f(Xn) <O,
[Xn,bn] si f(x,)f(by) <O.

(1.6)
Alors, soit il existe un n tel que(%,) = 0, soit %, est bien défini pour tout n et;x
converge a I'ordrel vers X ou X est 'unique racine de f dans, b).

Xn=an— f(an),  [@n+1,bnia] = {

Démonstration.  Pour fixer les idées, disons queest convexe et qué(a) < 0,
f(b) > 0. Les autres cas sont similaires.

Lvoir 'annexe A pour les définitions et quelques propriétés des fonctions convexes et concaves.
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(1) f possede une racine uniqué dans[a,b]. En effet, le théoreme de la valeur
intermédiaire montre I'existence d’'une racirede f. Supposons qug™ soit une
autre racine dé. Quitte & permutex* etx™, on peut supposexr < X* < x*. Mais des
lors,x** = Aa+ (1— A)x* pour un certair\ € |0, 1] et la convexité dd implique que

0=f(xX™) <Af(a)+(1—-MN)f(X)=Af(a) <O,

ce qui est une contradiction.

(2) Pour tout n, &1 =X / et b1 =Db. Pour voir cela, il suffit de montrer que
f(an) < 0 et f(b,) > 0 impliquentf(x,) < 0. Il suffit ensuite de procéder par récur-
rence puisque, des quéx,) < 0, il découle de (1.6) qu@n+1 = Xp > an = Xn—1 €t
bhi1 =bn=bdol f(anr1) <Oetf(byi1) >0—sif(xy) =0, on s'arréte la.

Puisque(f(bn) — f(an))/(bn —an) > 0etf(an) <O, il découle de (1.6) que, > ay.
D’autre partx, < b, est équivalent & (b,) > 0. Reste a voir qué (xn) < 0. Puisque
Xn € |an,bn[, il peut s’écrire commex, = Apan + (1 — Any)bn pour unA, € ]0,1]. Par
définition dex,, on a queA,f(ay) + (1 —An) f(by) = 0. On le voit facilement en y
subtituantA, = (xn — bn)/(an — bn) et en utilisant (1.6). Mais alors la convexité de
implique que

f(%n) =  (Andn+ (1= An)bn) < Anf(@n) + (1= An)f(bn) = O.

(3) Xa — X*. VU que (xn) est croissante et majorée parx, — Xeo := SUR>0Xn.
D’autre part, vu le point (2) ci-dessus, (I.6) se réécrit

b—x
Xn+1 = Xn— f(b)—frzx) f(Xn). (1.7)
- n
En passant a la limite dans cette expression multipliéd @@ar— f (xn), on trouve que
(b—Xw) f (X0 ) = 0. Par ailleurs, < x* — en effet, puisqué (x,) < 0, la seule racine de
f dans[a, b] doit appartenir &x,,b[. Dés lorsx. < x* < bet, grace b — X ) f (%) =
0, on conclut qud (x») = 0, d’ou il vientX., = X*.

(4) xo — x* linéairement. En soustrayant* de chaque membre de I'équation (1.7) et
en se remémorant quégx*) = 0, on trouve

Xnt1— X b—Xn  f(xn)— f(X")

Xn—x~  f(0)—f(X) Xn—X*

En passant a la limita — o, on a

jim X2 DT g
n—w X,—x*  f(b)— f(x*)
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Il suffit de montrer que € [0, 1] pour prouver la convergence linéaire. Vu la convexité
de f, la proposition A.5 (2) nous dit que

f(b) > f(xX)+af(xX")(b—x") et f(a)=> f(x)+0f(x)(a—x").
En tenant compte quee< x* < b, on peut transformer ces deux inégalités en

f(b) - f(x) fx) - f(a)

0.
b—x* X*—a -

> 0f(xX") et of(x) >

La premiére dit que > 0 et que la seconde gue< 1. O

.4 Meéthode de la sécante

La méthode de fausse position conserve la processus de décision de la bissection de
maniére a étre sir qu’il y a une racine daasgby). La méthode de la sécante est une
variante de la méthode de fausse position ou on ne cherche plus a préserver cette pro-
priété. On construik, .1 a partir dex, et x,_1 sans se soucier d’encadrer la racine.
L'avantage, comme nous allons le voir, est une convergence plus rapide. Le désavan-
tage est que cette convergence ne pourra plus étre assurée qu’au voisinage de la racine.
C’est ce qu’énoncent précisément les deux théoremes suivants.

Théoréme 1.8.  Soit f€ ?(Ja,b[;R) ol X € ]a, b] est un zéro simpfede f. Posons
le :=|x" —€g, X" +¢f et

2
a0

‘ ‘s tels etdf(t) # o}.
Supposons que > 0 soit suffisamment petit pour qued ]a,b[ et eM¢ < 1. Alors,
pour tout % # X1 dans [, la suite(x,)nen définie récursivement par

Xn—Xn-1
f(Xn) — f(Xn-1)

est bien définie tant que,) # 0 et X, —» X"

X1 = X — fo) (N> 1), (1.8)

Remarque 1.9. Montrons comme l'affirme I'énoncé qu'il est possible de chagsir
suffisamment petit pour que C |a,b[ eteMg < 1. Tout d’abord, on peut s’arranger
pour quegg > 0 soit suffisamment petit pour que dghC Ja,b[. Vu quedf(x*) #
0, on peut prendreg tellement petit que € adhlg, = 0f(t) # 0. Dés lors Mg, est
le supremum de la fonctio, x Ig, — R : (s,t) — |92f(s)/(2f(t))|. Mais adHg, x

2C’est-a-dire que (x*) = 0 etdf (x*) # 0.
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adhlg, = R: (s;t) — |62f(s)/(2f (t))] est bien définie et continue et son supremum est
plus grand que celui de la fonction précédente. Le supremum d’une fonction continue
sur un compact est fini. En conséqueMig < 4. Pour toute < €g, on auraeMg <

eMg, et donc, pour avoieMg < 1, il suffit de prendre < 1/Mg,. (SiMg, =0, € < &

suffit.)

Démonstration. (1) 0f(t) # 0 pour tout te l;.  En effet, nous savons qud; <
1/€ < +o0. Supposons quef (t*) = 0 pour un certait* € l¢. Soitd?f(s) # 0 pour un
s€ |¢ et alors|0?f(s)/of (t)| e T soitdf(s) = 0 pour touts € I et alors

f(s) = a(x—x*) aveca # 0 puisquex = 0f (x*) # 0, ce qui contredid f (t*) = 0.

(2) f estinjective surdet en particulier X est la seule racine de f dans | Puisque
of est continue et ne s’annule jamais $yrelle doit étre toujours> 0 ou toujours
< 0 surlg. Dans le premier cad, est strictement croissante ddt dans le second
est strictement décroissante. C’est dire duest strictement monotone skgret donc
injective.

(3) La formule de récurrence (1.8) est bien définie tant que la racine n’est pas atteinte.
Plus précisément, on va montrer par récurrence que, poun tau,

Xn €lg et Xpg# Xn—1, sauf sif (x,—1) = 0. (1.9)

Cela suffit car sif (x,—1) = 0 alors, par le point (2},_1 = X* et la racine est atteinte.
Sin=1, il n'y arien a prouver. Supposons que (I.9) soit vrai peet montrons que

ca le reste poun+ 1. Puisque # Xn—1 et quef est injective sufte, f(Xn) # f(Xn—1)

et X,+1 est bien défini. On voit aussi immédiatement gre; = X, Si et seulement si

f(x,) = 0. Reste a montrer qug. 1 € le. En soustrayant & chaque membre de (1.8)
et en se rappelant gugx*) = 0, on trouve

Xn — Xp—1
f(x
)~ F )
. Xn—X%-1 (%) — F(X)
= (X — 1—
00 =) (1 150 e o)
f [Xn, X*]
=X —X)(1- —"—=
( n ) < f [anl,Xn] >
f[xn—l7xn] - f[XHJX*]
f[Xn—1,%n]
f [Xn—1,%n, X"
f[Xn—1, Xn]
ou f[Xn—1,%n], f[Xn,X"] €t f[Xn_1,Xn,X*] dénotent les différences divisées ti¢voir
annexe B). Le théoreme B.4 nous dit que

fo-1.X] =0f(N) et o1, %,x'] = 3021 (2)

Xnr1— X =X =X —

= (Xn — X¥)

= (% —X) (Xn-1—X")
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pour certaing) € [Xn_1,%n] et& € [min{Xn_1,%n, X"}, max{Xn—1,%n,x*}]. Par consé-
quent
]

N . 9% f
X1 — X = [Xn — X*| [Xn—1 — X E))‘ <eeMg <€ (1.10)

(
20f(n

d'ol Xp+1 € X" — X + €[ = lg.

(4) Xn w5 X @ moins que x= x* pour un certain n (auquel cas les,pour m>n
ne sont pas définis).Au vu de (1.10), on a

Xnt1—X*| < [Xn — X[ (EM)

et un argument par récurrence montre qu'alsfss — X*| < [Xo — X*|(eMg)" —— 0

Nn—oo

puisqueeMg < 1. O

Cette derniére inégalité montre gp@ — x*| = O(c") pourc:= eM; € [0, 1], c’est-a-
dire quex, — x* a lI'ordre 1. En fait, on a mieux comme le montre le théoréeme suivant.

Théoréme 1.10. Sous les hypothéses du théoreme précedgnt; x* a I'ordre
p=3(1+5).

Démonstration.  Considérant (1.10) une fois de plus, on voit que
[Xn+1 =X < X0 — X" [Xn-1— X"| M.
Si on poseE, := Mg |X, — X, cela se réécrit
Ent1 < EnEn-1.
Nous prétendons que cela implique
En<E”  oUE:=maxEoE)/"}. (1.11)

Pourn =0 etn =1, c’est trivialement vrai par définition d&. Supposons que ce soit
vrai pourn— 1 etn et montrons que c’est vrai poar- 1. Ce I'est car

- - )
Eni1 < EnEn 1< Eanpn 1_ Epn Y14p) _ Epn 12 _ Epn+1

ou on a utilisé le fait que % p = p2. Vu la définition deEy, (1.11) se réécrit

1 n n
— EP = 0O(EP).
v E” =O(E")
La preuve sera compléte Bi< 1. On voit facilement que c’est le cagy = Mg|Xo —
X*| < Mgg < 1 et de la méme maniérg; < 1. O

[Xn —X| <

Remarque. En relisant la preuve des deux théorémes ci-dessus, on peut voir qu’en
fait on pourrait soit prendreM, < 1 soit définirlg = [xX* —g,xX* +¢€].
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.5 Méthode de Newton

La méthode de Newton peut étre vue comme un cas limite de la méthode de la sécante
ou les deux points,_1 etx, sont tellement proches qUé&(x,) — f (Xn—1))/(Xn —Xn—1)

est essentiellement la méme chose@jiie,). Ainsi on obtiendra,1 a partir dex, en
regardant I'intersection de la tangenté au pointx, avec I'axe « deg ». Comme cette
tangente est contituée de I'ensemble des patp tels quey = f(Xn) +9f (Xn) (X —

Xn) et que le point recherché est du typg;1,0), on trouve que

(X
Xn+1 = Xn— 3 f(()rg:) .

Au voisinage de la racine, cette méthode converge plus vite que la méthode de la
sécante. C’est ce qu’exprime le théoreme suivant.

Théoréme 1.11.  Soit f€ ¢?(Ja,b[;R) et x € ]a,b[ une racine simple de f. Pour
€ >0, on définit} := [x* —&,x* +¢€] et

- 0%f(E) .
M :=su 25T(n) &nelg etaf(n);«éo}.

On suppose que> 0 est suffisament petit pour qued ]a, b eteM, < 1. Alors, pour
tout X € lg, on peut définir la suitéxn)n=o par récurrence

f(Xn)

37 00 (1.12)

Xn+1 = Xn—
et %, — x* al'ordre 2.

Démonstration. (1) De la méme maniere que pour la méthode de la sécante, on
prouve quef (x) # 0 pour toutx € l¢ et quef est injective sute. En particulierx* est
la seule racine dé dansl;.

(2) La suite(xy) est bien définie. Puisqued f (x) # O pour toutx € I¢, la suite est bien
définie tant gu’elle reste damhs Montrons donc par récurrence gges | pour toutn.
Sin= 0, cele découle simplement du choixxie Supposons qu&, € I¢ et prouvons
quexn+1 € lg. En soustrayant™ aux deux membres de (1.12) et en utilisant le fait que
f(x*) =0, on trouve

1 (X)) — f(x)

(Xn)  Xn—X* )

f[Xn,Xn] - f[Xn,X*] . *
TN = (X —X")

Xn+l_X* = (Xn_X*) (1_ af

o T [Xn, Xn, X*]

= (X —X") ]
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Le théoréme B.4 et le développement qui suit impliquent qu’il exist&.ua [X,, X*|
tel quef X, Xn, X*] = 202 (&,). En conséquence,

2 0% (&n)
20 (Xn)

et donc, puisque, € lg, [Xn+1 — X| < [Xn — x*|2M£ < €2M < €. Cela montre que
Xn+1 6 Ie.

Xn+1 — X = (Xq — X) (1.13)

(3) Xn — X* quadratiquement. De (1.13), on déduit qué, 1 — X*| < [Xy — X*[(EMg)
et donc que; — X*. Ceci, combiné avec le fait que qie. 1 — X*| < Mg|Xy — x*|2,
implique la convergence quadratiquexdeversxstar. O

Nous voudrions maintenant mettre en évidence quelques faiblesses de la méthode de
Newton lorsqu’on travaille sur de trop grands voisinages de la ra¢ine

= Considérond : [-1/2,11/2] — R : x— sinx. Cette fonction posséde une racine
simple unique, a savox* = 0. La méthode de Newton s’écrit :

Xo € |—-1/2,11/2], Xn+1 = Xn — tgXn, N > 0.

Choisissonsg = p ol p est la racine strictement positi/de tgx = 2x. Dans ce cas,

X1=X —tgX=p—2p=—petxp =X —tgx1=—p—tg(—p)=—p+tgp=—p+

2p = p. On ext revenu &g! Ensuite le processus recommence; = —p, X4 = P,

Xs = —p,... La suite(X,)nen alterne donc entrp et —p. On dit que c’est unerbite
périodiquede période 2 ou upycle d’ordre deuxEn conséquence évidemménry)

ne converge pas vers 0. Cela met clairement en évidence qu’on doit partir suffisament
prés de la racine afin d’assurer la convergence de la méthode. Ici on peut fhougrer

Si [xo| < p, alorsx, — 0= Xx".

= Considérons la fonctiofi : [0, 4] — R : x+— x?°— 1. La seule racine dé est
x* = 1. Commef est convexe, on peut montrer (c.f. exercice 1.3) que la méthode de
Newton converge pour tout € |0, +oo[. C’est & dire que la suitex,) définie par

19

Xn+1 = E)Xn + ﬁrl\g (n>=0),

converge vers 1. Prenons par exemgje= 1/2. Dés lorsx; = 19/40+ 219/20 ~
219/20 est trés grand. Mais alors, dans le calcukglde terme ¥ (20x}°) va étre trés

3Prouvez qu’une telle racine existe !

4Essayez! Indication : considérons sans perte de généralité0. Les Sous-suite§on)nen €t
(Xon+1)neny pOsseédent les propriétésa, > 0, Xon \., Xon+1 < 0, Xont1,/*. En conséquenceg, —
infaXon =: @ > 0 etxonp1 — SURXent1 =: b < 0. en passant a la limite damg.1 = Xp — tgXn, ON
obtienta=b—tgbetb=a—tga. On en déduih = —b = 0.
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petit si bien que ~ (19/20)x;. En fait, tant quex, va rester grand,1 ~ (19/20)xn.
C’estdire qu'a partir de;, la suite va décroitre (Y20 < 1) mais trés lentement (120

est relativement proche de 1). Ensuite, lorsqu’on arrivera dans un voisinage suffisa-
ment petit de la racine, en vertu du théoreme 1.11, la convergence va s’accglérer :
converger vers 1 a l'ordre 2.

Ce gqu’on peut conclude de cet exemple est que la méthode de Newton n’est pas néces-
sairement plus performante que les autres méthodes si on est trop loin de la racine.

.6 Méthode du point fixe

Si on regarde la méthode de Newton d’un point de vue abstrait, on voit qu’on obtient
Xn+1 @ partir dex, en évaluant toujours la méme expression. Plus précisément, on a
Xn+1 = P (Xn) avecd(x) :=x— f(x)/0f(x). Six, — x*, on déduitimmédiatement de la
continuité dep quex* = ¢(x*). On dit alors quex* est unpoint fixeded — ¢ en effet

ne « déplace » pas. Or, il se fait que les points fixes decorrespondent aux zéros
simples def (voyez-vous pourquoi ?).

L'avantage de cette vision plus générale est qu’elle donne un cadre pour rechercher de
nouveaux algorithmes. En effet, a toute fonctipdont les points fixes correspondent

aux solutions du probléme, on peut associer un schéma régursi ¢ (xn). La ques-

tion est donc : quels sont Igsintéressants ? Ou plutot, quelles sont les propriétés que

¢ doit posséder pour étre intéressant. Intéressant ici veut dire deux choses :

= 0N veut quex, converge — sa limite* sera alors un point fixe dig;

= 0N veut quex, — X* aussi vite que possible — I'ordre de convergence doit étre
aussi éleveé que possible.

Nous allons ci-aprés répondre a ces deux questions. Les développements qui vont
suivre vont aussi montrer que la formulation en termes de point fixe est un cadre pro-
pice a I'étude de ces questions : les réponses se lisent litéralemeérgstues dérivées

ded ! Commencons par voir un critére qui implique que le schéma récursif converge.

Théoréme 1.12. Soit¢ : [a,b] — [a,b] une fonction. On suppose qu'il existe une
constante Ke [0, 1] telle que

\V/X,ye [a7b]7 |¢(X)_¢(y)’ <K’X_yl (|14)

Alors, ¢ possede un unigque point fixe« [a, b] et, pour tout ¥ € [a, b], la suite(Xn)n>0
définie par x+1 = §(xn) converge vers’x
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Remarques.

= Une fonction qui satisfait (1.14) pouf € [0, +oo[ est diteLipchitzienne Lorsque
K <1, on dit quep est unecontraction

= Le plus petitK qui satisfait (1.14) (I optimal) est appelé la constante de Lipschitz
de la fonctiond et se note Lifpd). Ainsi

: . X) —
Lip(§) = Lipay(@) = sup #0I=8)
x,y€[a,b] |X_ y,
X~y

» Les fonctions qui satisfont (1.14) sont continues (montrez le!). L'inverse n’est pas

vrai (trouvez un exemple).
» Sid € ¢Y(Ja,b[;R), on peut montrer (faites le !) grace au théoréme de la moyenne

que

Lip(¢) = sup[9¢(x)|.

x€la,b|

En conséquence, sera une contraction si et seulement si,siy;|0¢(x)| < 1. Si
de plus¢ est dérivable ea etb, il découle de la compacité de,b] qued est une
contraction si et seulement si, pour tout [a,b], [0 (x)| < 1.

= Du point de vue de I'existence, l'intérét de ce théoréme est qu’il est valable en
dimension supérieure a 1 (voir exercice 1.5). En effet, en dimension 1, la continuité
suffit (cf. exercice 1.4). Notons cependant que, dans ce cas, la convergence des suites
(xn) N'est pas assurée et en fait n'a pas nécessairement lieu. Leur comportement
peut d’ailleurs étre fort complexe (voir exercice 1.19).

Démonstration.  Soit (X,)n=0 Une suite définie pag € [a,b] etxp+1 = ¢(Xn).

(1) La suite(xp) est de Cauchy. En d’autres termes, elle vérifie
Ve>0, dnp e N, Ymn, m>=n=ng= |[Xm—Xn| <E.
Soitn,ke N. On a
[Xn+k — Xn| = ’ z Xn+i+1—Xn+i‘ < [Xnit1 — Xnil -
o<i<k o<i<k
En utilisant I'inégalité (1.14) de maniere répétée, on déduit fuei+1 — Xnvi| =

|6 (i) — O (Xnsi—1)] < Kfxagi = Xati—1] = K[O(Xnri—1) — 0(Xnri—2)| < KZ[Xnpi1—
Xnii2| < -+ <K |xg —Xo|. Dés lors,

- 1—KK
[Xn 1k = Xn| < K™]x1 — x| = K" X1 —Xol
O<Z<k 1-K
n
< 1-K X1 —Xo| =5 O-

Ainsi, dés quen est grand et quel que sd&t> 0, |X,k — Xn| €st petit. La suitéx,) est

donc de Cauchy.
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(2) La suite(xn) converge vers un point fixe.Comme(x,) est de Cauchy, il découle
du fait qurR est complet que, — X* pour un certairk* € R. Vu que(xn) C [a,b] et
que(a,b] est un ensemble fermg; € [a,b).

Par ailleurs, par définition de la suit®,), X,+1 = ¢ (X,). En passant a la limite — oo
dans cette expression et en utilisant la continuité den trouvex® = liMp o Xp11 =

iMp—oo ®(%n) = & (liMn_eo Xn) = H(X*).

(3) Le point fixe x est unique. Soitx™ un point fixe dep. On va prouver qug™* ne
peut étre différent dg*, c’est-a-direx™ = x*. En effet, en utilisant (1.14), on a

XX | = [9(x) ~ 9| <KX =],

et donc(1— K)|x** —x*| < 0, ce qui impliquec* — x* = 0 puisque K > 0. O

Le théoréme 1.12 donne un critére pour la convergence des suites sur un infertélle
Peut-on le particulariser au voisinage d’un point fixe ? Soit donc une fonttie—

R etx* € intDom¢ un point fixe dep. Notonsl := [X* — &, X* 4 €] un petit voisinage de
x*. Si on veut montrer qué est une contraction s, il va falloir examiner Lig,_(¢),
c’est-a-dire, en vertu des remarques ci-dessus, il va falloir regaddeur I;. Mais,
lorsquee > 0 est petit, les points delg sont proches de* et donc les dérivéad(x)
sont proches dé¢(x*). Ceci suggere qu'’il suffit de regardéd (x*) pour en déduire
gued est une contraction siy.

C’est le cas. Supposons gfiesoit de class&™ et |0 (x*)| < 1. Choisissons tel que
|0p(x*)| < c < 1. Dés lorsc — |0 (x*)| > 0. Par continuité de la dérivée, il existe un
€ > 0 tel quelg C Dom¢ et, pour toutx € lg, |09 (X) — 0d(X*)| < c— |09 (X*)|. Grace
alinégalité|0d (x)| — |0 (X*)| < |0d(X) — 0P (x*)|, on déduit quedd(x)| < c et donc
que Lip, (¢) < c < 1. Pour pouvoir appliquer le théoreme 1.12, il faut encore ¢jue
soir un endomorphisme dg c’est-a-dire qué(l¢) C I — auquel cas on pourra écrire
¢ : l¢ — lg. Soit doncx € lg. Il faut montrer quep(x) € lg. Cela résulte d’'une simple
application du théoréme de la moyenne :

600 =X =1[9(X) = (x")[ =09 () [x—X"| < [x=X"| <&

ou & € |x,x*[. En conclusion, le théoréme 1.12 s’applique et on en clonclut que pour
toutXp € lg, la suite(xn)nein définie paxn+1 = ¢(X,) converge bien vers'.

Que se passe-t-il si maintenddt(x*)| > 1? De nouveau, en utilisant la continuité
de la dérivée, on montre (faites le!) qu’il existe an> 1 et une > 0 tels quex €
le = |06 (X)| > c. Supposons gqu’une suite,) définie par itérations successives de
¢ entre dand;. Plus précisément, supposons gyge< le. Que peut-on dire de,,
n > ng? De deux choses 'une : soit quitte I aprés un certain nombre d’itérations,
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soitVn > ng, X, € lg. Examinons le second cas. Le théoreme de la moyenne implique
que, pour tout > np,

X0 =X = [§(Xn—1) — §(X")| = 09 ()| [Xn—1 — X"| > C[Xn—1 — X
oug € |xn—1,X"[ C l¢. En utilisant de maniére répétée cette inégalité, on trouve
[Xn —X*| = "Xy —X*| g 400

ou la divergence résulte du fait qee> 1. Ceci contredit I'nypothése, € I — qui
s’écrit |xp — X*| < €. Ainsi, en Vérité, il est impossible que les suites qui rentrent dans
l¢ restent dang ; elles doivent nécessairement quitieapres un certain temps — en
particulier, si on part de& € I¢ méme fort proche dg*, la suite ne converge pas vers
X1

On peut résumer les arguments précédents comme suit.

= Si|0¢(x")| < 1, les suites qui entrent dans un petit voisinag&‘dmnvergent vers
x*. On dit quex* est un point fixeattractif.

= Si|dd(x*)| > 1, méme si une suite entre dans un petit voisinagé dale est forcée
d’en ressortir. On dit d&" que c’est un point fixeépulsif

= Si [00(x*)| = 1, on ne peut rien dire.Les deux situations ci-dessus peuvent se
produire. Ou aucune d’elles. Cependant on peut peldg¢x*)| = 1 comme une
transition entrédd (x*)| < 1 et|ddp(x*)| > 1, c’est-a-dire entre un point fixe qui était
attractif et devient répulsif. De telles situations sont communes et, typiquement,
lorsque|od (x*)| = 1, unebifurcationa lieu (voir exercice 1.19).

Jusqgu’a présent nous avons seulement examiné la convergence — ou hon — des suites
vers un point fixe. Comme d’habitude, nous voudrions aussi connaitre la vitesse de
convergence dg, versx*. Globalement, le théoréme 1.12 ne nous offre qu’une conver-
gence linéaire. En effet, (1.14) implique

X1 =X = [0 (Xn) — O (X)| < Kxn—X].

Comment s’exprime le fait que la méthode de Newton est quadratique ? On ne peut
espérer avoir cela sur told, b, seulement lorsqu’on est suffisament proche du point
fixe x*. Mais on I'a vu ci-dessus, au voisinagexiec’est la dérivée dé enx* qui est
importante. On va donc faire un développement de Taylor avec regtadgointx*.

Cela s’écrit :

) e f s TR e

BX) = BX) + 3G (XY (x—X") -+ + .

5C’est analogue a la situation @f (x*) = 0 etd?f(x*) = 0. On peut trouver des exemples ou le
point x* est un minimum def, d’autres ou il est un maximum de et d’autres encore ou il n'est ni
minimum ni maximum def. On ne peut donc rien conclure.
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ou & € |x,x*[ dépend dex et on a supposé quiz € CK. Ainsi, si d'¢(x*) = 0 pour
i=1,...,k—1etdo(x*)#£0,0na

k
X1 =X = b (%) — () = L2Ln) ¢|<(!En>

ou &, € X, X*[. Puisquedd (x*) = 0, on sait qu'il existe ure > 0 tel que, dés qur,
entre dang, il y reste et converge verss. Si on pose ;= sug(e,g|0k¢(x)|/k!, on peut

écrire ’
0
o1 ] = 20

(X —X")¥

JF0@n)l 1y e < el — X7

Cela implique quéx,) converge vers* a l'ordrek. Le fait qued¥d (x*) # 0 ne nous
permet pas de refaire la méme chose dvecl au lieu dek. Cela indique qu'on n'a
pas quex, — x* a l'ordrek+ 1. Nous venons de prouver le théoreme suivant.

Théoréme 1.13. Sous les hypotheses du théoréeme 1.12, si on a de plug que
C¥(Ja,b[;R) etdd(x*) = 0,...,0 1 (x*) = 0, alors (x,) converge vers*a I'ordre k.
Plus précisément, on ;1 — X*| < ¢|x, — x*|K o c¢> |9K¢(x*)|/k! peut étre choisi
arbitrairement proche dé*d (x*)| /K!.

.7 Exercices
- Exercice I.1 Prouver les affirmations de la remarque page 14.

Exercice .2 Soit f € C?(R;R) etx* une racine simple dé. On poseA(x*) := {Xg €
R : la suite(x,) construite a partir d& par le procédé de Newton converge vers.
Montrez queA(x*) est ouvert.

Exercice 1.3 Soit f € ¢Y([a,b];R) une fonction convexe (ou concave) telle que
f(a)f(b) < 0. On suppose que les tangentet aux pointsa et b intersectent I'axe

 «desx» dans I'intervallga, b.

= Quelles sont les inégalités correspondant a cette derniere condition.

Montrez qu’a un des deux poirasou b, cette condition découle de la convexité (ou

concavité) def et def(a)f(b) <O.

Prouvez qu'il existe une raciné € ]a,b[ de f et que celle-ci est unique.

Prouvez quet* est un zéro simple dé(i.e.,df (x*) # 0). Plus généralement, prou-

vez qued f(x) # O pour toutx € [a,b] et donc quef est strictement monotone.

= Démontrez que, pour toug € |a,b], la suite(x,) construite par la méthode de
Newton converge vers'. (Indication : examinez la croissance ou la décroissance
de la suite.)
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+ Exercice |.4 Montrez en utilisant la propriété de valeur intermédiaire que toute fonc-
5/ tion continuef : [a,b] — [a,b] posséde au moins un point fixe.

ij Exercice I.5 Enoncez et démontrez un théoréme analogue au théoréme 1.12 pour
5 ¢ 1 X — X o0 X est un sous-ensemble ferméRf.

”;4 Exercice 1.6 Considérons un modele simplifié d’évolution de la population. Appe-
x' lons P(t) la population a l'instant. Aprés un petit intervalle de temg, la nou-

velle populationP(t + At), se compose de I'ancienni(t), a laquelle il faut ajouter
le nombre de naissances et soustraire le nombre de déces. Les naissances étant dues
a ce qu’une partie de la population se soit reproduite durant la péhigddles sont
proportionnelles a la populatid?(t). Par exemple, sk % de la population a un en-
fant ety % a deux enfants, 'augmentation de la population due aux naissances est
dexP(t) + 2yP(t) = (x+ 2y)P(t). De méme pour les décés : le nombre de personnes
mortes durant la périod&t doit étre proportionnelle B(t). On peut donc écrire :

P(t +At) = P(t) + (rAt)P(t) (1.15)

ou r At est le pourcentage de la population qui est né moins le pourcentage qui est
mort durant la période de temg@s. La constante marque l'accroissement (positif

ou négatif) de la populatiopar unité de tempsOn I'appelle letaux de croissance

de la population. Les facteurs économiques et sociaux restant similaires, il semble
raisonnable de supposer quest constant au cours du temps. On peut réécrire (1.15)
comme(P(t+At) — P(t)) /At = rP(t). En passant a la limitat — 0, on trouve que la
populationP doit satisfaire a I'équation différentielle

0P(t) = rP(t). (1.16)
La solution de cette équation ét) = Pye' ou Py est la population a l'instart= 0.

= Sachant que la population des Etats-Unis était en 1950 de 151,3 millions et en 1960
de 179,3 millions, calculer le vitesse de croissance

= Prédire, grace a ce modele, quelle serait la population des Etats-Unis en I'an 2000.

s Expliquez pourquoi ce modéle n'est pas valable pour des périodes de temps trop
longues.

Nous voudrions maintenant modifier ce modeéle pour y inclure I'accroissement de la
population dd a I'immigration. On sait que le taux d'immigration est resté relative-
ment constant, a savoir de I'ordre de:= 250 000 personnes par an — ceci est di

a un contréle visant a éviter un afflux trop important d’immigrants. L'équation (1.15)
s’en trouve modifiée comme suiP{(t + At) = P(t) + rP(t)At + mAt. Comme précé-
demment, en passant a la limiie— 0, on trouve une équation différentielle :

OtP(t) = rP(t) +m.
La solution de cette équation &) = (Po+m/r)et —M/r.
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= Avec les données ci-dessus, déterminez le taux de croissance de la population

= On peut écrire la solutioR(t) commePye™ + (m/r)(e" — 1). Le premier terme in-
dique la croissance de la population en I'absence d’'immigration ; le second I'apport
de I'immigration. Quel pourcentage de la population en 1960 est di & 'immigration
depuis 1950 ?

Exercice 1.7 Soitf :1 — R oul est un intervalle d®. Montrez que

£ (%)
20f(n)

sup |0 f
:&,neletaf(n) #o} :ﬁlaﬂ'

siinfi|of| > 0.

4 Exercice 1.8 Soit f :]0,+c0[ — R : X+— 4Inx—X.

X
DAY

A
e

= Tracez le graphe dé.

= A partir de ce graphe ainsi qu’analytiquement, montrez que la méthode de Newton
n'est pas bien définie slie 4] et que, suif0, €], toutes les suites convergent vers
I'unique racine def dans|0, 4].

= Montrez que, pour touty € |4, 4|, la suite de Newton est bien définie, reste dans
|4, 40| et converge vers la seule racine flelans]4, +-|. (Indication : utilisez
I'exercice 1.3 sur les intervalles, b] ola > 4 et proche de 4 diest grand.)

4 Exercice 1.9 On consideére la fonctiofi(x) = 4-+8x* —x".

= Combienf possede-t-il de racines ?

= Si on décide d'utiliser la méthode de bissection, quelles sont les paires de points
initiaux qu’on peut choisir pour obtenir chacune des racines ?

= Si on opte pour la méthode de Newton, donnez des intervalles autour de chacune
des racines sur lesquels la méthode de Newton converge.

. Exercice .10  Soit f (x) :=x3—3x— 3.

0

Ayl
fas SN

s Prouvez qud possede une seule racixtequi est strictement positive.

= Démontrez que, pour top € |1, +oo], la suite(x,) définie par la méthode de New-
ton converge.

= Trouvez un intervalle autour dé& sur lequel la convergence est quadratique.

= Montrez qu’il y a une infinité de point§oy)k=1 C |—o,—1] (resp. (Bk)k=1 C
]—o0,—1]) tels que, sixg € {0k : k > 1}, la suite de Newtown partant de est
telle quex, = —1 (respxy = 1) pour un certaim. La suite(x,) n’est donc pas bien
définie aprés ca (pourquoi ?).



24 Chapitre I — Résolution d’équations non-linéaires

= Soit A(x*) tel que défini a I'exercice 1.2. Ecrivez un algorithnfequi prenne en
entrée un nombrg et ait la propriété suivante : $1 s’'arréte sur I'entrég, alors
x € A(X").

= Utilisez cet algorithme pour écrire un programme qui esquisse I'enseftkie.
Comparez avec I'exercice 1.8

4 Exercice .11  SoitA > 0. On considere le schéma récursif suivant :

9

A=

Xn(Xa+3a)

Xntl = =:0(Xy), n=0.
n+1 3X%+a ¢( n)

Montrez que les seuls points fixes¢lsont 0,,/a et —/a.

= Calculez la dérivée dé en ses points fixes. Qu’en concluez vous sur I'attractivité
ou la répulsivité locale de ces points ?

Quel est I'ordre de convergence aux points fixes attractifs ? Comparez avec la mé-
thode de Newton appliquée a la fonctibfx) = x* — a.

Pour quelles valeurs dg la suite(x,) converge-t-elle verg/a? (Indication : exa-
minez le signe d&— ¢(X) et la croissance/décroissancejde

Zj\ Exercice 1.12 Comme nous l'avons dit au debut de la section 1.6, la méthode de
=/ Newton est un cas particulier de la méthode du point fixe @yeE= x— f(x)/df(x).

= En appliquant le théoréme 1.12 a ¢equel critére trouve-t-on pour quepossede
un point fixe sur un intervalle?

= En utilisant ce critére pour la fonctiol(x) = x?> — a, quel voisinage dg/a trouve-
t-on sur lequel la méthode de Newton converge ? Comparez avec celui donné par
le théoreme I.11. Quel intervalle est le plus grand ? Comment les conclusions des
deux théoremes se comparent-elles ?

= Quel est I'intervalle maximal autour dga sur lequel la méthode de Newton con-
verge ? (Indication : voir I'exercice 1.3.)

Al

?xw Exercice 1.13  L'équationx®+4x? — 10= 0 peut se réécrire sous la forme d’un point

7

., fixe des trois fagons suivantes :

)
K= b1(x) = 1O4x
X=03(X) = ﬂ

X+4
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= Montrez que I'équation ci-dessus posséde une unigue racine (qui est positive) et
donc quep;, i = 1,2, 3, possedent un seul point fixe.

» Calculez les dix premiéres itérées des suitgsdéfinies parn 1 = §i(Xn) etxo=1
pouri = 1,2,3. Qu'en déduisez vous ?

» Tracez les graphes des fonctiops Comment les comportements observés ci-
dessus se voient-ils sur ces graphiques ? Observez également la vitesse de conver-
gence.

> Exercice .14 Soit I'équationx* 4+ 2x> —x—3=0.

[N/,
%

7
™ = Vérifiez que cette équation peur se réécrire sous les quatres formes de type point

fixe suivantes :

x=1(X) := (3+x—23%)1/4

b
X = ¢2(x) 1=\/X+STX

X+3
X=3(X) = X2+ 2
X = ba(x) = 3x*+2x2+3
T 43 +4x—1
= On définitles suite,)new parx,, ; = ¢i(x,). Calculez les dix premiéres itérations
pour chacun deg;, i = 1,2,3,4, avecx; = 1+¢€ ou € > 0 est un petit nombre
aléatoire.

= Que se passe-t-il (et pourquoi) dans les cas suivants : en part@i‘:ol%qL € pour
d2; en commencant g = —3— € pourds; en partant deg = 0,236 7 pourp, ?

7,
QA

L% Exercice .15 En mecanique céleste, le calcul des positions planétaires donne lieu a
~—, 'équation de Képler :
m= x— Esin(x)
ou nous allons considérer les valears= 0,8 etE = 0,2. Utilisez la méthode du point
fixe pour résoudre cette équation en partant des valeurs inikglesl, 0 et—1 res-

pectivement.

Q

+ Exercice .16 Considérons le systeme
- X°+y?—1=0
y—e*=0

= Interprétez géométriquement ce systeme.

= Développez un algorithme pour trouver les deux solutions de ce systéme et prouvez
sa convergence.
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Exercice 1.17 La loi des gazs parfaits s’écqifV = nRT ou p est la pressiory le
volume,n le nombre de moleR la constante universelle des gaz3 da température
absolue. Cependant cette loi a le double défaut de n’étre valable que pour certains gaz
et seulement dans une certaine plage de température et de pression. Une autre équation,
connue sous le nom dea™ DER WALL, a donc été proposée :

(b )51

ouv=V/n est le volume molaire &, b des constantes empiriques qui dépendent
du gaz. Dans le cadre d’'un projet d’'ingénierie chimique, on a besoin de connaitre
le volume molairev du dioxide de carbonne sur une échelle de températures et de
pressions afin de pouvoir construire un conteneur adéquat. On dispose des données
suivantes :

R=0,082 054; a=3592; b=0,042 67.

Les pressions et températures auxquelles on va s’intéresser sont respectivement 1, 10
et 100 atm et 300, 500, 700 K.

s Calculez le volume molaire selon la loi des gazs parfaits.

» Calculez le volume molaire grace a I'équation de Van der Wall. Quelle méthode
allez-vous utiliser et de quelle approximation de la solution allez-vous partir ?

Exercice 1.18 Des études montrent queheures aprés I'administration d’'une quan-
tit¢ de A mg d’'un médicament dans le sang, la concentration de ce dernier est de
ct) 1= Ate /3 mg/ml. De plus, la concentration maximale non-dangereuse est de
1 mg/ml.

= Quelle quantité doit étre injectée pour atteindre (sans dépasser) cette concentration
maximale ? Quand celle-ci est-elle atteinte ?

= Une seconde injection de médicament sera faite au patient lorsque la concentration
de celle ci-dessus sera tombée280mg/ml. Déterminez, a la minute prét, combien
de temps aprés la premiere cette seconde injection doit étre faite.

# Exercice .19 Soit¢,:R — R :x— 1—p@.

= Montrez quep, est un endomorphisme del,1] (i.e.,¢u([—1,1]) € [-1,1]) pour
neo,2.

= Pourvez que, : [-1,1] — [—1,1] possede un unique point fixg pourp € [0,2].
Ce point fixex, > 0. Pourp = 2, ¢,, possede comme points fixgs> 0 et—1.

= ProgrammationOn voudrait connaitre le comportement des suitgsdéfinies par
Xn+1 = §u(Xn) lorsquen est grand : convergent-elles toutes vers le point fjx@
oscillent-elles ?... Essayons de le découvrir expérimentalement par un calcul sur

ordinateur. Poup fixé, choisissons (disons) 20 poin#),...,x(()zo) dans[—1,1] et
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calculons(xﬂ))@o défini parxgil = ¢H(x,q)). Ignorons (disons) les 300 premieres
itérations le temps que Ia_sui(gﬁ'))@o se « stabilise » — si elle doit le faire —
et tragons les 4 suivantezg())l, e g34. Faisons cela pour un nombre suffiSae

H e [0,2] et reportons les résultats sur un graphiqueex). On doit obtenir un
graphe ressenblant a la figure I.1. Interprétez le graphique ainsi obtenu.

1 T

=1 L

FiG. 1.1 — Diagramme de Feigenbaum

= Grace aux argument développés dans la section I.6, montrez que la premiere bifur-
cation a lieu enu= 3/4.

- Exercice 1.20 Etudiez la présentation concernant la méthode de Newton a I'adresse
2y «http://www.math.uakron.edu/~dpstory/pdf_demos.html »

8Pour avoir la continuité des branches malgré un tracé constitué de points, nous avqns pris
0,001N. Notons qu'il faut faire attention a ne pas prendre des paramétres trop grands ou trop petits
(selon) car ceux choisis ici produisent déja 202000= 160 000 points.
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Chapitre |l

Arithmeétique machine

Les ordinateurs, a cause de leur capacité de stockage et de leur vitesse limitées, ne
sont capables de manipuler qu’un ensemble fini de nombres réels. Cela implique que
les calculs gu’ils exécutent ne sont qu’une approximation des calculs « idéaux » faits
surR. A priori, cela ne semble pas dramatique. Pour des problémes pratiques, une
approximation suffisamment bonne de la solution suffit. Et puis, si les données pro-
viennent d’expériences, elles sont de toute facon déja entachées d’une erreur.

La situation n’est malheureusement pas aussi idyllique. Des calculs exécutés naive-
ment peuvent donner des résultats grossierement erronnés. Comment étre sir que les
petites erreurs faites a chaque étape du calcul ne s’ajoutent les unes aux autres pour
avoir finalement une influence non négligeable sur le résultat ? On le voit, I'analyse de
la propagation des erreur®ut au long de I'exécution d’un algorithme est primordiale

pour pouvoir avoir confiance dans la validité des réponses produites. D’autre part, vu
gue, comme on l'a dit ci-dessus, on calcule dans la plupart des cas sur des données
approchées, on voudrait s’assurer qu’il n’en découle pas que les résultats en soient
modifiés drastiquement. Il s’agit de $ensibilité du problemaux perturbations.

Le but de ce chapitre est d’introduire aux concepts et techniques de base de I'arithmé-
tigue machine. Nous commencerons par présenter une version quelque peu simplifiée
de la représentation des nombres par un ordinateur connue sous le nom de « représen-
tation en virgule flottante ». Grace a ce modele, nous introduirons la notion de « pré-
cision machine » et nous analyserons comment les erreurs se propagent a travers les
opérations algébriques élémentaires. Nous généraliserons ensuite cette analyse au cal-
cul d’'une fonction quelconque, ce qui nous aménera a définir le « conditionnement »
d’une fonction et d’'un algorithme.

29
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1.1 Exemples de problemes

Avant d’expliquer les parades a la perte de précision — voire aux résultats « lou-
foques » — que les calculs sur ordinateur peuvent engendrer, nous voudrions aiguiser
la perspicacité et I'intérét du lecteur par divers exemples.

Commencons par le probleme élémentaire qui consiste a calculer les racines de I'équa-
tion ax? 4+ bx+ ¢ = 0. La solution est bien connue ; les deux racines sont :

« _ —b—+vb?—-4ac ot x _ —b++vb?—4ac
1= 2a ’ 2= 2a '

Cela donne lieu immédiatement & I'implémentation :

void QuadraticSolve(double a, double b, double c,
double *x1, double *x2)

{

double delta;

delta = sqrt(b*b - 4 * a * c);
*x1 = (-b - delta)/(2 * a);
*2 = (-b + delta)/(2 * a);

}

Cette routine est cependant loin d'étre satisfaisante. Outre le fait qu’elle ne consi-
dére pas les cal? —4ac < 0 eta = 0, elle souffre d’'une possible perte de pré-
cision concernankl. Par exemple, si on exécu@uadraticSolve(100000,
-107374182400000.095367431640625, 102400000, &x1, &x2) , on

trouve les valeurxl = 0.0000009375 ek2 = 1073741824 alors que les racines
exactes softx; = 2729 = 0.00000095367431640625%t= 230 = 1073741824. L'er-

reur commise sux; est|x1 —x;| = 1.61743164062510~8, soit de I'ordre de T7 %

dex;. On pourrait penser que c’est encore relativement raisonnable, mais cette erreur
implique que la deuxiéme décimale significativexde— et a fortiori les suivantes —

est fausse. De plus, comme nous le verrons par la suite, on peut facilement éviter cette
erreur en modifiant Iégérement I'algorithme. O

Le second exemple provient de test faits pour déterminer la plausibilité d’une conjec-
ture. La voici. On se donne trois matrices carrée¥, Z € RN*N et on définit :

Hi(a) :=det((aid —Y) + X(aid — Z))
Hz(b,c) := (b—c)det((bid — Y)(cid —Y) + X (bid — Z)(cid — Z))
Hs(a,b,c) := Hi(a)Hz(b,c) +Hi(b)H2(c,a) + Hi(c)Ha(a,b)

Tout nombre écrit de maniére finie en base 2 s’écrit également de maniére finie en base 10. Par
exemple 220 = 5205-202-20 — 52010-20 — 95367431640625.0%°.



II.1 — Exemples de problémes 31

La conjecture dit que la fonctiars est identiquement nulle lorsque rdXd — Y X) <
1. Comme c’est facile a prouver lorsque réég@ — Y X) = 0, essayons avec des ma-
trices simples qui donnentunrang égala 1 :

30 0 111
X=[02 -1], Y=0 z=(11 1
01 2 111

Pour ces matrices, le résultat du calcul ldg2,30,400) naivement exécutédon-

ne—80. Cependant, si on fait ce calcul & la main, on trouvetia) = —86a” -+ 40a°
etHy(b,c) = (—258:3 + 86¢*)b? + (258:2 — 40c*) b3 + (—86¢% 4 40c3)b?, si bien que
Hs(a,b,c) = 0 pour touta, b, c € R. Ce qui est intéressant avec cet exemple est qu’au-
cune des données du probleme n’est exceptionnelle et on pourrait des lors étre tenté de
négliger la possibilité d’'une erreur aussi grossiere. O

Comme troisiéme exemple, cherchons & calculer la fondtiop-o, 1] — R définie
par
F(x) In(1—Xx)/x si.x;é 0,
-1 six=0.

L'implémentation qui vient tout de suite a I'esprit consiste a définir la routine :
double fl(double x)
{
if (x == 0)
return -1.0;
else
return log(1-x)/x;
}
A premiére vue, celle-ci se comporte bien. Pour preuve, nous avons tracé a la figure I1.1
le graphe def sur[—1,1] calculé grace a cette procédure. Un zoom autoux €€)
montre que ce n’est pas le cas. Comme on le voit sur la figure 11.2, les valeurs données
parfl peuvent étre fort éloignées d€0) = —1 et, alors qud est continue, le graphe
fait des sauts de-2 a 0! La raison de ce phénomeéne est que, loggest proche de
1, In(y) est trés proche dg— 1 et donc, lorsque est proche de Of (x) est proche
de ((1—x) —1)/x. Algébriqguement, cette expression vatt. Ceci n’est pas vrai en
arithmétiqgue machine car I'addition machine n’pat associativeEn fait, si on trace
le graphe dé(1-x)-1)/x sur la figure 11.2, il se superpose exactement a celui de
calculé parl .

Est-il possible de calculef plus précisément? En fait oui. En I'occurrence, il suf-
fit d'imiter la perte de précision du numérateur au dénominateur. Plus précisément,
I'algorithme est :

20n a simplement recopié les définitionstde H,, Hz dans un logiciel du type Octavét(p:/
/www.che.wisc.edu/octave/ ) ou SciLab bttp://www-rocq.inria.fr/scilab/ ) et
effectué le calcul sur un Pentium.
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f| calculé avedl
f| calculé aved2

-4 1 | 4 ! |
-1 -0.5 0 0.5 1 -6 -4 -2 0 2 4 6
x10716
FIG. Il.1 — Graphe dd calculé avedl . FIG. Il.2 — Graphe de différents calculs
de IN(1—x)/x.

double f2(double x)

{
double vy;

y=1-X
it (y == 1)
return -1.0;
else
return log(y)/(1-y);
}
Ainsi qu’on le voit sur la figure 1.2, I'évaluation dé au voisinage de 0 pd2 donne
non seulement lieu a une courbe continue (du moins a cette échelle) mais, plus inté-
ressant, plus proche d€0) = —1 comme il se doit. Les techniques que nous verrons
dans ce chapitre nous permettront de montrerfQuesalcule f avec une meilleure
précision. O

Cléturons cette série d’exemples par un probleme fréquent : I'évaluation d’un poly-
ndéme. On se donne donc de coefficieaisas, . . . ,a, ainsi qu’une valeur du parametre
x et on désire calculer

p(X) := iiaixi.

Un algorithme efficace et couramment utilisé pour cette tache est connu sous le nom
de « méthode de Horner ». Il consiste a factoriser le polyndme sous la féapxer
an—1)X+an_2)X+--- et donne lieu a la procédure :
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double evalp(double x, double al], int degree)

{

double y = a[degree--];

for(; degree >= 0; degree--)
y =y * x + a[degree],
return v;
}
Nous nous proposons d’utiliser cette méthode pour évaluer le polynéme umitaire
dontles racines sont2,...,n:

pn(X) = ﬁl(x— V) = .iaixi.

Il est facile de calculer par récurrerfides coefficientsg)! ,. Grace a ceux-ci, nous
pouvons évaluep, par la méthode d’Horner. Le résultat montré a la figure 11.3 pour
n= 23 (I'écriture2e+15 est la notation « scientifique » pour le nombre ¥10). La

le+16
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FiG. 11.3 — Différents algorithmes pour évalupss.

courbe errougereprésente la valeur exattée p,. On 'y a superposé le graphe pe
calculé par Horner. On voit qu’a partir de= 10, ce graphe s’étale en un nuage de
points qui fini par s’éloigner sensiblement de la valeur exacte. Ainsi, méme pour des
taches aussi simples que I'évaluation d’un polynéme, il convient de faire attention.

3Ecrivez et implémentez un algorithme qui rempli cette tache.
4Cela se calcule aisément en évaluant directement le prpguit(x —v).
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1.2 Nombres en virgule flottante

De nombreuses maniéeres ont été proposées pour représenter les nombres par un ordina-
teur mais la plus utilisée aujourd’hui est le représentation dite en « virgule flottante ».

et en base 2. Cette représentation a été définie trés précisément par 12 iigERe

745 qui a été adoptée par la plupart des constructeurs de microprocesseurs. Nous ne
ferons ici que décrire les éléments de base de cette norme avec I'espoir que ceci puisse
servir de tremplin au lecteur désireux d’approfondir le sujet.

Au cceur de la plupart des micorprocesseurs actuels, les nombres sont représentés en
base deux. Rappelons brievement ce que cela veut dire. Comme vous le savez, la ma-
niere courante d’écrire les nombres aujourd’hui est la notation de position en base dix.
On se donne donc dix symboles 0, 172t+1,3=2+1,...,9:=8+1. Lareprésen-

tation d'un nombre entier est simplement une suite finie de tels symboles. Par exemple
27821 n’est que le symbole « 2 » suivit du symbole « 7 »,... Pour mettre en évidence
I'aspect « suite de symboles », nous écrirons :

2|1718(2(1

Pour savoir a quel nombre correspond cette suite de symboles, on les interpréete selon
leur position. Ici la base est= 10 = 9+ 1. Cela signifie que chaque fois qu'on se
déplace d’'un digit vers la gauche, la puissance de dix augmente de 1 :

2[10% | 7[10°] | 8[107] [ 2[10Y] | 1[10°]

Ainsi, le nombre représenté esi*2- 7b® + 80?4 2b! + 10° = 210* + 710° + 810 +

210"+ 110. Ces considérations peuvent paraitre comme une lapalissade mais il faut
réaliser que c’est grace au génie de cette représentation que nous sommes capables de
calculer aussi facilement aujourd’hui.

Ceci c’était pour les nombres entier. Qu’en est-il des écritures « avec virgule » ? Par
exemple, que représen@|,2|? Simplement, c’est/20=210"1. Et|1|7|4| repré-
sente 110+ 7101 +410°2. De maniére générale,

+lan|...|a1|lagla_1]a o] ...

représente le nombré(a, 10"+ --- + a3 10t + ap10° +a 110t +a 21072+ --),

c’'est-a-dire .

+ Z a 10.

i=—o0

SVoir http://babbage.cs.qc.edu/courses/cs341/IEEE-754references.html
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Notons que la suite des décimakes;, a_»,...peut étre finie ou infinie et que dans ce
dernier cas la série converfe.

Représenter les nombres en base deux se fait exactement de la méme maniére qu’en
base dix excepté gu’on remplace « dix » par « deux » ! Ainsi, on se donne deux sym-
boles O et 1. A une suite de tels symboles

+lan|...la1|lagla1|a2]... a € {0,1},

on fait correspondre le nombre

n .
+ Y a2 =+(a2"+- +a2+agt+a 12+

i=—o00

Nous noterons ce nombfe-a,...ajap,a 18 2...)2. On adonq110); = 22421—5
et(1,11),=20+2"1422=-175,

1.3 Erreur absolue et relative
II.4 Arithmétigue machine

II.5 Propagation des erreurs — nombre de condition-
nement

®Prouvez le! Notez qusc:= S, & 10 est croissante et donc converge ssi elle est bornée.
’Montrez & nouveau que méme si la suite des décimales ne devient jamais nulle, le série converge.
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1.6 Exercices

*\*"‘“ Exercice 1l.1 Donner la représentation binaire des nombres suivants.
(,;mi n 1925; n 121;

= 4100; 2"+ 2X—2 (n,keN).

=

“y» Exercice .2 Ecrivez en décimal les nombres suivants.

2 : ) , .
“> w (0,010101..),. En déduire la représentation d&'3 en binaire.
= (0,001100110011 .)s.
m 5;=1+11+111+---+11...1 (les nombres doivent étres lu en binaire).

n fois

%/ Exercice 1.3 On considére I'ensembl®(t,s) avect =5 et s= 2 ainsi que
. les nombres a = (111,01011000}, b = (0,0111001},, ¢ = (0,000011,, d =
(10011011109,.

= Calculer chogx) et fl(x) pourx € {a,b,c,d}
» Pour quelle valeur de a-t-on le phénomeéne dhderflow(resp. doverflow.

\\

x%

/

- Exercice I1l.4 On considére la somnsg définie poum > 1 par :

A
>/\\ S
v

n o1
=1 —.
, +k;k2+k

1 a
1 Dét ' tel k>1
(1) = Détermineraetb esquem P k+1( ).
= Montrer ques, =2—-1/(n+1).
= En déduire que sgg_ 99 = 1,99...99.

k fois k fois
(2) = Implémentez un programme en C qui calcseselon I'algorithme suivant :

so=1, S=S-1+

k(k+1)
= Implémentez un programme en C qui calcsije= s, selon I'algorithme sui-
vant :
1

s Comparez les résultats obtenus par les deux programmespe@®, n =
99, Nn=999,n=9999,n =99 999,n =999 999,n = 9 999 999,n =
99 999 999. Qu’en concluez vous ?
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v
?»./AV',

# Exercice II.5 Ecrivez un algorithme qui transforme la représentation décimale d’'un

x' nombre réek en sa représentation binaire. Cet algorithme recevra comme données

- xeR et le nombreN e N de digits binaires désirés aprés la virgule. En sortie, il
fournira un tableau de caractetes,...ap,a_1...a_youb e {+,—} eta, € {0,1} tel

gu'’il existe une suitéay )N C {0,1} satisfaisant

X=Db z ay
k=—o0

\aﬁ/ Exercice I1.6 Soitx € R. On considere la fonction flR — R(t,s) : x — fl(x). Mon-
s, trerque

W < 2_t = eps
X

7
il
{

47 Exercice 1.7 On considére 'ensembl&(t,s) et le nombreq = 1= 2"+ 2-(n+1),
P Ecrivez explicitement en binaire (en indiquant le nombre de digits) les nombres sui-
vants :X,, chogx,) et fl(x,) pourn=t—1,n=tetn=t+ 1.

N

\Q/ Exercice 11.8 On considére I'algorithme suivant sur une machine qui utilise les
-, hombres en virgule flottante appartenaii(&,s) :

x:=1
Tantque H-x>1
fairex:=x/2

s Ce programme s’arréte-t-il ?
= Sioui, apres combien d’itérations et avec quelle valeux@e

Discutez deux cas : (1) I'ordinateur utilise cliopour arrondir le résultat des opéra-
tions arithmétiques; (2) il utilise(f).

\*\i// Exercice 11.9 On considére I'addition maching définie comme suit : R(t,s) x
2 R(t,s) = R(t,9) : (X,y) — x@y:=fl(x+y).

n n
= Calculezs, = P(i®2 ") ets, = Zl(i 4oty

i=1 i=
= Déterminem € N tel que|s, — s,/ = 1.
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Exercice 11.L10 Soientx,y € R. On considerex = (1+ &)X, ¥ = (1+¢y)y et on ef-
fectue I'opération arithmétique exacte sty pour évaluer I'erreur sur le résultat en
fonction de I'erreur sur les opérandes. Calcelg); &xy etey)y.

Exercice 11.11 Au moyen d’'un ordinateur qui utilise dix digits décimaux, on se
propose de calculeA = (a+b)+cetB=a+ (b+c)ota=1,b=3-1010et
c=3-10"1°.

= CalculezA etB;

s A-t-onA=B?

Exercice 11.12 Au moyen d’un ordinateur qui utilise deux digits décimaux, on veut
calculerX = (a—h)? etY = a® — 2ab+b? aveca= 1,8 etb=1,7.

» CalculerX etY ?
n A-ttonX =Y?
» Quel est le signe dé ? Commentez.

Exercice 11.13 On considére I'équationi® —56x+ 1 = 0. On donney/783 =
27,982 137...

= Calculez les deux racineg et x, de cette équation arrondies (au plus proche) a 5
digits décimaux.

= Montrez que sk; etx, sont deux racines de I'équatiafi— px+q= 0, alorsx;x, =
g.

= En déduire une autre fagon de calcuteet x,.

= Comparez les résultats avec ceux obtenus au premier point.

Exercice I1.14 On considére un ordinateur qui utilise trois digits décimaux. Calculer
la précision machine eps. Sait = 1,982 etxo, = 1,984

» Calculez la moyennm= (x1 +X2)/2 en utilisant les opérations machine.
= Que constatez vous sur la fagon dont les nomkyes etm sont ordonnés ?

Exercice 11.15 La fonction f(x,y) = x+y amplifie les erreurs relatives surety
guandx ~ —y. Dans plusieurs cas, on peut remédier a cette instabilité en remplacant
X+ Y par une expression equivalente. Les calculs suivants risquent-ils de donner lieu a
une perte de précision et, si oui, comment pouvez-vous y remédier ?

= Y= VX+0—/Xpourx > 0 et|d| petit.
» Y= cogXx+ &) — cogx), pour|d| petit.
» Y= f(x49)— f(x), ou|d| est petit etf est suffisamment dérivable.
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-

1,/# Exercice 11.16 Calculer le nombre de conditionnement des fonctions suivantes et

s, déterminer les points éventuels ou ces fonctions sont numeriquement instables.

@

x f(x)=xY"o0n>0,n>0; s f(Xx) =arcsir(x) ot |x < 1;
] f(X):X—\/XZ—].Ol:JX>1; - f(X):arcsir(Lz);
a f(X) =cogx) oll|X < T/2; V1t+x
s f(X)=x+1.
U/ Exercice 11.17 Soientf etg deux fonctions. On considehgt) :=go f(t) = g(f(t)).
AN
S

= Exprimer condh en fonction de congd et condf.
» Utilisez le point précédent pour calculer cdnobh: |—1/2, 11/2] - R :t — h(t) =
(1+sint)/(1—sint).

\WZ Exercice 11.18 Soientf etg deux fonctions définies sur un intervalle Re
4 .
A » Calculez(condf - g)(x), (cond1/g)(x) et (condf /g)(x) en fonction de condl et
condg.
= Utilisez ces résultats pour détermineondtg(x), (condd)(x) et (condy)(x) ou
(x) = 1/(x°€") ety(x) = (1—cosx)/x (x # 0).
?f\ Exercice 11.19 On considére la fonctiorf : x — x4+ 1. x > 0. On se propose de
x' calculerf en utilisant deux algorithmes :

six#£1 fa,(X)=(x—1)/(x—1);

A fa (X)) =x+1; Ao )
1 T (0 =X+ 2 {smon fa, (1) = 2.

Calculer cond\; et condA; et comparer les deux algorithmes.

4y Exercice .20 On considére 'équatiofy(x) :=x"—x""t—a=0o00n> 2.

= Montrez, pour toutr > O, que cette équation possede exactement une racine (stric-
tement) positive qu’on not&a).

= On a donc la fonctiof : ]0,+oo[ — ]0, 4| : ar &(a) tel quefa(§(a)) = 0. Cal-
culez(condg)(a). La fonctiong est-elle bien conditionnée ? (Major@ond)(a).)

w+ Exercice 11.21  Mémes questions pour I'équatidg(x) := x"+ax—1=0oua>0
| etn=2?

Exercice I1.22 Mé&mes questions pour I'équatidg(x) :=xe*—a=0oua > 0.

e

=
¥ 7
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Chapitre Il

Interpolation polynomiale

Le but principal de l'interpolation est d’inférer une approximation de la valeur d’'une
fonction en un point ou elle n'est pas connue a partir d’autres informations sur cette
fonction (typiquement ses valeurs en d’autres points, des valeurs de la dérivée,...). Il y
a deux composantes a cet objectif.

= Puis je, a partir des données dont je dispose, créer une fonction qui me permettrait
d’inférer des valeurs en dehors du strict ensemble de données original ? Leffica-
cité de la méthode est importante et doit si possible s’accomoder facilement de la
connaissance de données supplémentaires.

= Si je me donne une fonction, les fonctions calculées par interpolation sont-elles une
bonne approximation de cette fonction de départ (et en quel sens) ?

On peut choisir de mettre plus I'accent sur I'une ou I'autre chose selon le probleme a
traiter.

Par exemple, pour un expérimentateur qui fait des mesures sur la dépendance d’un
facteury en fonction d’'un parametne la loi qui donney en fonctionf dex n’est pas
nécessairement connue. tout ce dont il dispose est le résultat de mesures : quand je fixe
le parameétrex ax;, jobtiens le résultay;. A partir de cela, il voudrait pouvoir parler

de f en des valeurs deautres que les pour lesquels on a effectué une mesure.

On peut aussi adopter un autre point de vue. Si on veut développer une méthode nu-
mérique qui doit s’appliquer a une fonction « quelconqué »- par exemple une
méthode d’intégration — on peut penser fixer les parameétres de la méthode sur des
fonctions plus simples qué mais qui approximent bief. Une maniére de contruire

de telles fonctions plus simplesest précisément d’extraire certaines donnéeg de

et de construirg par une méthode d’interpolation. Cela revient a « projetérsur
'ensemble deg plus simples. Clairement, ici, la précision avec laqugléproxime

f estimportante ainsi que la maniére dont la distance dngtty est mesurée.

41
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Dans ce chapitre, qui ne se veut gqu’'une bréve introduction aux méthodes d’interpo-
lation, nous nous limiterons pour les fonctions « plus simples » aux polynémes et
Nous ne verrons qu’une maniere de construire la projection : celle qui a certains points
(xi, f(x)),i=1,...,k, associe le polyndbme qui passe par ces points.

C’est évidemment fort restrictif. On aurait pu considérer d’autres fonctions que les
polyndmes comme par exemple les fonctions linéaires par morceaux ou les splines.
On aurait également pu regarder ce qui se passe si on dispose de plus d’'informations
comme par exemple les valeurs de la dérivé&(x;). D’autre part, on aurait pu partir

de la propriété d’approximation : étant donfigcomment trouver la fonctiog plus

simple qui soit « la plus proche » de Cela conduit naturellement & I'approximation

des moindres carrés, aux polyndmes orthogonaux et aux séries de Fourier.

l11.1 EXxistence et unicité

Comme nous I'avons déja esquissé dans I'introduction, le probleme consiste a trouver
un polyndme qui passe par certains points donnés. Plus précisémentxsienky
des points tous distincts deetyp, ..., yk des nombres réels. On cherche un polynéme
p tel que
Vi=0,...,k p(X) =VYi; (1.1)

Nous sommes non seulement intéressés par I'existence d’un tel polunbme mais aussi
par le nombre de polyndmes qui satisfont (Ill.1). Le polyngm&a en effet aucune
raison d’étre unique. Si on preyd = --- = yx = 0, (I1l.1) dit queXxo, ..., Xk sont des
racines dep. Clairement,pp(X) := (X—Xp) - - - (X — Xx) satisfait (Ill.1). Mais il y en a
beaucoup d’autres! en fait un polyn6émesatisfait (111.1) avec ley; = 0 si et seule-

ment sip(x) = q(x)(X—Xo) - - - (X— Xk) pour un certain polynémeg(montrez cela!). De
maniere générale, g est un polynéme qui satisfait (I11.1), on peut lui ajouter n'im-
porte quel polyndme qui s’annule &g .. ., xx et la somme satisfait encore (111.1). On

peut alors se demander si I'ensemble des solutions de (lll.1) a une structure spéciale.
Cet ensemble serait-il « engendré » par certains polynémes ? On I'a vu, on peut ajou-
ter ap n'importe quel polyndmej qui s’annule erxo, ..., Xk sans changer la validité

de (l11.1). Or un tel polyndme a un degré plus grand ou égaka 1. Un polynéme

de degré est donné par sdst 1 coefficients. Comme (111.1) est un systéme (linéaire)
dek+ 1 équations, on peut espérer qu'’il existe un unique polynéme de Hegride
satisfait. C'est ce que montre le théoréme suivant.

Théoreme IlIl.1.  Soient(Xo,Yo),---,(X,Yk) des points deR? ou les x sont tous
distincts. Alors il existe un et un seul polyndme de degré k qui satisfait

Vi=0,...,k p(X) = Vi. (111.2)
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Ce polynéme p est donné par la formule de Lagrange :

k X— Xi
pX)=S 4(X)yi  ouli(x):= L. (111.3)
i;) | | | ogmgkxi —Xj
j#i
De plus, tout polyndme g qui satisfait (111.2) s’écrit comme)g= p(x) + r(x)(x —
X0) - -+ (X—Xk) ou r(x) est un polynéme.

Démonstration. (1) Existence de p. Sur la formule (111.3), on voit que defg=k
et donc que depg < k. D’autre part, on vérifie facilement que

0 sii#]j,
bi(xj) = { y 7 J
1 sii=].
Un simple calcul montre alors quesatisfait (111.2).

(2) Unicité de p. Supposons qug’ soit une autre solution de (I1.2). On a alors que

Vi=0,...,k, (p—p)(x)=0.

Doncp— p’ est un polynéme de degkéyui possédé& -+ 1 racines. La seule possibilité
est gu'il soit nulp— p' = 0.

(3) Caractérisation des solutions de (111.2).Soit g un polynéme qui vérifie (l11.2).
Alors, g— p posséde (au moins) les racings. . . ,Xx. Cela implique qu’on peut facto-
riserq— pen(x—Xp)--- (X— ) fois un polynédme quotiernt(x). O

I11.2 Interpolation et approximation

Intéressons nous maintenant au cas ou les p@intg) proviennent d’'une fonction.
Soit f € C([a,b];R) etXo,...,x des points tous distincts da,b]. Le théoreme pré-
cédent dit qu’il existe un unique polyndme de degré au gldsnt le graphe passe
par les points{xi, f(xi)), i=0,...,k. Nous noterons ce polyndnpgf,Xo, ..., X;*) ou,
lorsque les pointg; sont clairement donnés par le conteRg,. Ainsi B f est 'unique
polynébme de degré au plkjui satisfait

Vi=0,....k  (RF)x) = ().

On peut voirf — B f comme une projection des fonctions sur les polynédmes. Notons
Pk 'ensemble des polynémes réels de degré aulplus

Proposition 111.2.  Soit[a, b] in intervalle deR et X, ..., X des points distincts de
[a,b]. La fonction R: C([a,b];R) — Py : f — P f est une projection linéaire, c’est-a-
dire
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(1) pourtout f,ge C([a,b;R), A(f +9) = R(f) + A(9);
(2) pourtout fe C([a,b];R) et touta € R, R(af)=aPR(f);

R

(3) pourtout fe C([a,b];R), R(P«f) = Rf.
Pour la condition (3), on suppose implicitement qu’on voit les polyndmes comme des
cas particuliers de fonctions continue®y C C([a,b];R). La condition (3) peut se
réécrire comme suit : 'image d& dans(C([a,b];R) est invariante souB;. En effet,

une fonctiong € C([a,b];R) est dans I'image dB si et seulement si elle s’écigt=

P f pour un certairf. Mais alors le fait qug soit invariant sou$k, Pkg = g, revient a

la condition (3).

Démonstration. (1) Soientf,ge C([a, b];R). Il faut montrer quéR f + P n’est
rien d’autre queP(f + g). Ce sera le cas $kf + Pg est un polynéme de degré au
plusk qui satisfait la condition qui définR(f + g), & savoir

Vi=0,....k,  (Af+R9)(x) = (f+g)(x). (111.4)

Or, par définition de”f et g, on a que(Rf)(x) = f(x) et (Rg)(x) = g(x). Il
suffit d’additionner ces deux égalités pour trouver (111.4). De piu$,et Bg étant des
polynébmes de degré au pllsil en va de méme dBf + Pg.

(2) La démonstration de la seconde propriété est tout a fait similaire a celle du
point (1).

(3) Soitf € C([a,b];R). Posong := B f € P. Il faut prouverPg = g. Or prouver
gueg vautPcg revient a dire qug est un polyndme de degré au pkigui satisfait la
condition qui définitRg, a savoir

Vi=0...k  g(x)=0g(x)
C’est bien évidemment le cas! O

Maintenant qu’a chaque fonctiohon peut associer un polynénigf, on pourrait se
demander si ce polynébme est une bonne approximatidn dprés toutp f estf sont

€gaux aux pointgo, ..., Xk et tout le but de l'interpolation est d’utiliser cette informa-

tion pour pouvoir parler de ce qui se passe en dehors de ces points! Plus précisément,
si on se donne une infinité de poirts);cy tous distincts ex ¢ {x; : i € N}, a-t-on

(AF) () = F¥) ?

Malheureusement ce n’est pas vrai pour tbuBlors que 'ensemble des polunémes

P est dense dans I'ensemble des fonctions continues, c’est-a-dire qu'il est toujours
possible d’approximérune fonction continue par un polynéme, les polynomgsne

sont pas toujours de bon candidaeci est & rapprocher du méme fait concernant le

I approximation dont on parle ici est plus forte que I'approximation en chaque point : il s’agit de
'approximation en norme uniforme. La densitéBldansC([a,b]; R) s’exprime pawf € C([a, b];R),
ve>0,3g€ P, [f —glw <€0U|f —g| :=maxe(ap|f(X) —g(X)]-

20n connait des conditions siqui impliquent que f — P f | — O lorsquek — oo.
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développement de Taylor. En vérité, on peut pefgércomme un développement de
Taylor « distribué » suk+ 1 points différents. Comme nous le verrons par la suite (cf.
exercice lI1.1),p(f,Xo,. .., X X) — Y o 20" f (x0) (X—X0)' lorsquex; — Xo, X2 — Xo, ...,

et xx — Xo. Par analogie avec le développement de Taylor, on peut se demander si,
qguand bien méme on n’aurait pBsf (x) — f(x), on pourrait estimer la distance entre

R f(x) et f(x). Nous recherchons donc un analogue au développement de Taylor avec
reste. Le théoreme suivant nous donne une telle formule.

Théoréme 111.3.  Soit f e Ck1(Ja,b[;R) et %,...,x des points distincts d, b].
Pour tout xe |a, b], il existe un € |min{xo, ..., Xk, X},max{xo, . .., X, X}| tel que

ak—i—lf(z) k

f(x) = p(f,xo,...,xk;x)+miu)(x—xi).

La preuve suivante est due a Cauchy.

Démonstration. On peut supposer que¢ {Xp,...,X} car sinon I'égalité est
trivialement vraie par définition de(f,xo,...,X; ) = Bf. Définissons la fonction
F :]a,b[ — R par la formule

f(x) — R f(x) X
_109-Rd i
Mico(X—X) =
Il est clair queF € c¥t1(Ja,b[;R). De plusF possédd+ 2 racines :
Vi=0,....,k, F(x)=0 et F(x)=0.

Entre deux racines consécutivesiid- possede un maximum ou un minimum et donc
OF s’annule. On a donc que

F(t) = f(t) - R (1)

OF s’annule en au moiris+ 1 points.
En répétant cet argument, on déduit successivement que

0°F s’annule en au moinspoints ;
0°F s’annule en au moins— 1 points ;

0“"1F s’annule en au moins 1 point.

Appelonsg un zéro ded*1F. En tenant compte du fait qu&f est un polynéme de
degré au pluk et que don@ P f = 0 et quek_,(t — %) s’écrit commet*** plus
des termes de degr€k, on trouve

f(X) —R(x)
Mo(x—%)

Cette équation n’est rien d’autre que la thése. O

0=0 1R (&) =011 (E) - (k+ 1)L,
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1.3 Méthode de calcul

Ecrire un programme qui calcule les polunémes interpolants semble fort aisé. Il suf-
fit d’utiliser les formules (111.3). Celles-ci ont cepandant un incovénient majeur. Quel
est-il ? Le plus souvent on voudra calculer les polynémes sur différents ensembles de
pointsx; et en particulier une situation fréquente est de rajouter un pinta un
ensemble de points, ..., x. Par exemple, si les couplés,y;) proviennent d’expé-
riences, on voudrait pouvoir facilement inclure le résultat d’'une expérience supplé-
mentaire. Or le probleme des formules (l11.3) est précisément qu'on ne peut déduire
du polynéme interpolant sur les poings . . ., Xk celui sur les pointso, . .., Xk, Xk 1. Il

faut recommencer tous les calculs!

Soit f : [a,b] — R et (xi>:<:+01 des points d® tous distincts. Nous sommes intéresses a
calculerp(f,xo,...,X1;+) en utilisantp(f, o, ...,X;+). On a certainement la formule
suivante :

k
P(f, X0, - Xk, Xy 13 X) = p(faXOa---yxk;X)+ak+1.|_!)(X—Xi) (111.5)

pour un certainag,1 € R. En effet, pourx = x;, 0 < i <k, on a bien sdr I'éga-
lité et pourx = Xy 1, il suffit de prendre (vérifiez le'!p. 1 = (ka - p(f,xo,...,

X X 1)) / T 0 (X1 — Xi).

Afin de préciser les éléments dont dépeqd,, nous allons le notérf X0, - - -, Xkr1]-
En utilisant répétitivement (I11.5), on a

P(f, X0, -, Xk+1,X) = f[Xo] + FXo,X1] (X —X0) + f[X0, X1, X2] (X—X0) (X —X1) + -+~

o X0, X 2] (X X0) -+ (X=X
(111.6)

La question est donc maintenant de trouver une procédure de calcul rapide des nombres
f[Xo,...,X¢]. Cela va découler des relation ci-dessous.

Théoréme lll.4.  Soit f: [a,b] — R et(x) , des points déa, b] tous distincts. On a

f e —fX,...,X (|||.7)
Fx0, -+ Xk Xt ] = w X)i(((])—Xk[Jrll k+l].

3Pour le moment, méme si les notations sont identiques, on ne peut dire qu'il s’agit des différences
divisées. Cela sera établi au théoréme 111.4.
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Démonstration.  On va procéder en deux étapes. Tout d’abord on va montrer que
dansf[xo,..., Xy, 'ordre des pointsy, ..., Xk n'est pas important. Ensuite, nous mon-
trerons (l11.7).

» f[Xo,...,X4| est invariant sous permutation des poings.X. ,Xg. Soit Xn(0)7---,
Xm(k) Une permutation des points, ..., xx. Puisquep(f,xo, ..., Xq*) et p(f, Xyo),-
Xmk);+) sont deux polyndmes de degre au phkugui prennent les valeur§(x;) aux
pointsx;, 0 <i <k, ils sont forcément égaux :

P(f,%0,- .-, XX) = P(F, X0), - - X X)-

En conséquence les coefficients du terme de degré le plus»¥l@eéces deux poly-
némes sont égaux. Mais au vu de la formule 111.6), ces coefficientsfsrt . ., x| et

f Xr0)s - - - Xk )

n f[Xo] = f(Xo). En effet, par définitionp(f,xo;+) = f[Xo] est le polynbme de
degré 0 — donc constant — qui vatifxg) enxo. Forcémentf [xo] = p(f,xo;X%0) =
f(xo).

= Le seconde équation de (I1.7) est vraRour faire apparaitré|xo,...,Xy| et

fX1,...,X1], nous allons développegy(f,xo,...,Xk:1;+) de deux maniéres un peu
différentes. Tout d’abord on a

p(f;X07"'7Xk+1;X)
k
= p(f,%0,.., X X) + f[X0,. ., Xy 1] I_L(X_Xi)
=

k
= p(f,x1,. . % X0:X) + F[X0, -, Xy a] rL(X—Xi)
i=

k k
= p(f. X1, X6 %) + fxa, ... X, X0] _rl(X—xi)Jrf[ coy Xkt 1] |'L(x Xi)
K k
=p(f,x1,..., % X)+ f[X0,..., X _rl(x Xi)+ f[Xo,. -, Xkr1] |_!)

D’autre part, la formule (111.5) implique aussi que

p(f7X07"'7Xk+l;X) - p(faxlw"axk—i-laxo;x)
k+1
= P(f, X1, Xy 15X) + F[Xa, .o X1, X0 rl(X—Xa)
i

=~

k+1
:p(f,Xl,...,Xk, >—|—le, 7Xk+1 rlx XI +fX0X17 Xk+1] I_l(x_xi)
=
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En comparant ces deux développements, on déduit que
k k

f[xo0,- .-, X] 'u(X_Xi)+ X0, Xkq1] _D)(X—Xi)

k k+1
= fXq,...,Xkr1] r!(x—xi)Jr f[%0,X1, -+, Xkr1] _rl(x—xi)

Comme[]X_;(x— ;) est un facteur commun & tous ces termes, on trouve, aprés sim-
plification,

f[X07"'7Xk]+ f[X07'-'7X|(+1] (X_XO)
= f[Xt,. .., Xkpa] + F X0, X1, - -+, Xier1] (X— Xir1)

En regroupant les termes comprenépb, Xy, . . ., Xc+1], on trouve la formule désirée.

O

Les formules (111.7) s’exploitent comme suit. Calculer le polynbme interpolant sur
un seul point est trés facilep(f,xp;X) = f[Xo] = f(xp). Si maintenant on ajoute le
point x1, on ap(f,xo,x1;X) = f[Xo] + f[Xo,X1] (X —Xo) et il est possible de calculer
f[xo,x1] en fonction def [xo] et f[x1] par (I1.7). Si on ajoute un troisiéme poirt, on
ap(f,xo,x1,X%2;X) = f[Xo] + f[x0,X1] (X—X0) + f[Xo, X1, X2] (X—Xo)(X—X1) etil faut cal-
culer f[Xp,X1,X2]. En vertu de (l11.7), cette quantité s’exprime en fonctionfdbe), x1]

— gu’'on a déja calculé — et dEx1, x2] qui & son tour s’exprime en fonction déx |

— déja calculé — eff [xp] = f(x2). On peut mettre en évidence ces relations par le
tableau suivant ou les fleches indiquent les dépendances.

Xo | f(%0) = f[xg]
X1 | f(x)=Fx1] —— flxo,Xq]

\

X2 f(Xz):f[Xz] _— f[Xl,Xz] _ f[Xo,Xl,Xz]

Comme on le voit, calculer le polynéme interpolant pour un pxint supplémantaire
ne requiert que le calcul d’'une nouvelle lignelde 1 éléments.

1.4 Exercices

Exercice lll.1 En utilisant la formulation des polynémes interpolants en termes
de differences divisées (équation (lll.6) et le théoreme B.4, prouvez que
p(f,Xo,..., X X) — z!‘zo%a'f(xo)(x— Xo)' lorsquex; — Xo, X2 — Xo, ..., €tXk — Xo.



Annexe A

Fonctions convexes et concaves

Le but de cet appendice est de présenter les définitions de fonction convexe, strictement
convexe, concave et strictement concave telles qu'elles sont utilisées dans ce cours
ainsi que quelques propriétés de base de celles-ci.

A.1 Fonctions convexes

Définition A.1.  Une fonctionf : [a,b] — R est diteconvexesi, pour toutx, X, €
[a,b] et pour touiA € [0,1], on a

f (M + (1= A)xa) < MF(x1) + (1= A) F (x2). (A.1)

Un point de la forme\x; + (1 — A)x2
s’appelle unecombinaison convexge A
X1 etxo. VU queAxy + (1 —A)Xe = X1+
(1—A)(x2—x1), il est facile de voir que
M1+ (L—=A)x2: A €[0,1]} = [x1,%2].
D’un point de vue géométrique, (A.1)
exprime que, sur l'intervallé, xo], le
graphe def se trouve en dessous du
segment de droite qui joint les points
(x1, f(x1)) et (x2, f(x2)). En effet, le
point du graphe def correspondant
a l'abscisserx; + (1 — A)x2 € [x1,X] X1 M+ (1-A)x2 X
s’écrit

f(Ax1+ (1—A)x2)

FIG. A.1 — Graphe d’une fonction convexe
()\X]_ + (1 — )\)Xz, f ()\X]_ + (1— )\)Xz)) .

49
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D’autre part, un vecteur directeur du segment de droite joignant les gaintsx;))

et (xo, f(x2)) est(xz, f(x2)) — (x1, f(X1)). On peut écrire le segment de droite comme
le point (xq, f (x1)) auquel on ajoute une « partie » du vecteur directeur, disoas-

x, f(x2) — f(x1)) pourt € [0, 1]. C’est-a-dire, le segment a pour équation paramétrique

(x1, (X)) +t(x2—x1, f(x2) — f(x1))

Le point de ce segment au dessus de I'abs@igge- (1 —A)xo = X1+ (1 —A) (X2 —X1)
est celui pour lequel=1—A. Il a donc pour coordonnées

(xa+(1=N)(xx—x1), f(x1) + (1 =N)(f(x2) — f(x1)))
= (Axe+ (1=A)x2, A f(x2) + (L= A) f(x2))

On voit donc que, ce que (A.1) dit, c’est que ce point se situe au dessus du point de
méme abscisse du graphe e

Les fonctions convexes d’une variable réelle ont la propriété intéressante d’étre conti-
nues. Plus précisément, on a:

Proposition A.2.  Si f: [a,b] — R est une fonction convexe, alors f est continue
surla,bl.

Démonstration.  Fixonsx € |a, bl. Il existe unep > O tel quelx — &g, X+ €o] C |a,b[.
Notons/, < /. les limites inférieures et supérieures a droitexgdé savoit :

¢, :=liminf f(x+h), 2, :=limsupf(x+h).
h=-0 h=-0

De méme, pour les limites a gauchexde

(_:=liminf f(x+h),  ¢_:=limsupf(x+h).
h=:0 h-=-0

La fonction f sera continue au poirtsi nous montrons qéde

(=T =t =, —T..

LPour rappel, les définition de limite inférieure et supérieure sont respectivement HlifEx -+
h) = sup. ¢ infochge f(X+h) etlimsup, > o f(x+h) = infe~o SURY < F(X+ ).

ZProuvez que, siliminf> o f(x+h) =limsup, > ; f(x+h) =¢, alors lim, > f(x+h) existe et vaut
¢. On ala méme chose lorsghe= 0.
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Nous allons tout d’abord montrer que < f(x). Soit € € ]0,go[. Puisquex + h =
X+ (h/€p)€p est une combinaison convexexletx+ €o, (A.1) nous permet d’écrire

F(x+h) = f(x+ 8_:80) = f((1- s_:)H s%(H £0))
< (1—£)f(x)+£f(x+so)
€0 €0

< f(x)+s—:(f(x+so)—f(x))

Prenant le suprémum shre |0,¢], on a

sup f(x+h) < f(x)—i—s—so|f(x+eo)—f(x)\.

O<h<e

En passant a la limite — 0, on obtient comme voulu que < f(x). De la méme
maniére, on montre que < f(x).

Nous allons maintenant montrer qdiéx) < £, — et similairement quef (x) < £_
— ce qui concluera la démontration. Soit de nouveau|0,gg[ eth € ]0,€]. Vu que
X = 1(x+h)+3(x—h), (A.1) implique que

f(x) < 1 (x+h)+3f(x—h).

En prenant d’abord le suprémum du terme de droite de I'addition puis I'infimurn sur
du membre de droite de I'inégalité, on trodve

f(x) <% inf f(x+h)+2 sup f(x—h)

= Zo<h<e O<h<e

Puisque c’est vrai pour tout petit, on peut passer a la limiee— O, ce qui donne
fx)<ie + %L. Or, comme on a prouvé gée < f(x), cette inégalité implique que
f(x)<£,. O

Remarque A.3. On ne peut conclure qukest continue sufa, b]. En fait on peut
juste dire que les limites delorsquex = a etx = b existent et

lim f(x) < f(a) et lim f(x) < f(b)

x=sa x=sb

Esquissons la preuve poarSoient/, < £, définis comme ci-dessus avee- a. Par
définition des limites sup et inf, il existe deux suites de nombres strictement positifs
(h,) et (hy) convergeant vers O telles gdiéa+h,)) — £, et f(a+hy) — £,. En choi-
sissant bien des sous-suites, qu’on notera engopeet (h,), on peut supposer que

SFaites les détails!
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h,.1 < hy < h, pour toutn. En conséquende, = Anh,,, 1 + (1—An)h,, pour un cer-
tain Ap € [0,1]. Puisqud0, 1] est compact, on peut supposer qu'a une sous-suite pres,
encore notéan, on a\, — A. La convexité dd implique que

f(x+hn) <Anf(X+hnp 1)+ (1—An) f(x+hy).
En passant a la limite — o, on trouve
Z+ < )\£+ + (1—7\)£+ - £+-
Donc /.. = £, et la limite def(x) quandx = a existe. Linégalité lim > _ f(x) <

f(a) se montre grace au méme type d’argument que celui de la premiére partie de la
démonstration de la proposition (A.2). O

On ne peut montrer plus. En effet; la fonctién [0,1] — R définie par

1 six=0o0ux=1
f(x) = _
0 sixe]0,1]
est bien convexe mais n’est continue nien O ni en 1. OJ

Nous allons maintenant voir d’autres définitions équivalentes de la notion de convexité
lorsquef jouit de plus de régularité.

Proposition A.4.  Soit f: [a,b] — R une fonction continue. f est convexe gb|
si et seulement si

f(3(x+y)) < 3(f(X)+ f(y)). (A.2)

Démonstration.  La nécessité de (A.2) est évidente. Reste a prouver que c’est suf-
fisant pour qué soit convexe. Procédons par contradictionf &iest pas convexe, il
existe deux pointg,y € [a,b] etA € ]0,1] tels que

f (A4 (L=A)y) >Af () + (L= ) f(y). (A.3)

On peut supposer sans perte de généralitéxgu®, y =1 et f(x) = 0= f(1). Plus
précisément, considéroris [0, 1] — R définie par

f(t) ;= f(tx+ (L—t)y) —tf(x) = (1—t)f(y).

Puisquef satisfait (A.2), c'est aussi le cas deEn effet, évaluef en%(t +s) revienta
évaluerf en la moyenne arithmétique the+ (1—t)y etsx+ (1—s)y. En termes d¢,
(A.3) devientf(A) > 0. Puisquef est continuef I'est aussi et le maximum desur le
compact0, 1] existe : 0< supg 4 f = f(to) pour un certaitp € [0, 1]. En tenant compte
quef(0) = 0= f(1), on a queyp € ]0,1[. On peut donc chois® € |0, min{to, 1 —to} |
si bien quefto — 8,tp + 8] C [0,1]. En utilisant (A.2) aux pointsy — & ettp+ o, on
trouve f (to) < 3 (to—8) + 3 f (to+ 8). Commeto— =0 outo+ &= 1, il découle que
f(to—8) = 0 ou f(to + 3) = 0. Etant donné cela et le fait quéty) est le maximum,

on en conclut que & f(tp) < %f(toié) < %f(to) ce qui est une contradiction. [J



A.1 — Fonctions convexes 53

Proposition A.5.  Soitt f € ¢%(Ja,b[;R) N C([a,b];R). Les propositions suivantes
sont équivalentes :

(1) f estconvexe;
(2) pour tout x € |a,b] et tout xe [a,b], on a

f(x) > f(xo) +0f(X0)(X—Xo) ;

(3) la dérivée de fof, est croissante sum, b|.

Démonstration. (1) = (2) Soitxg € |a,b] et x € [a,b]. On peut écrire (A.1)
comme
f(x0+ (1=2A)(x=X0)) < f(¥0) + (1= M) (f(x) — f(x0))
ou encore
f(xo+ (1-A)(x—X0)) — f(x0)
(1—A)(X—Xo)

Comme c’est vrai pour tolt € [0, 1], on peut passer a la limile= 1, ce qui donne

(Xx=x0) < f(x) — f(x0)

0f (Xo) (X—x0) < f(x) — f(xo).

L'implication est montrée.

(2)= (3) Soientx; < x2 dans|a,b[. On veut montrer quéf(x;) < 0f(x2). En utili-
sant (2) ave®g := X3 etx:= xp et inversément, on trouve

f (Xz) > f (Xl) +0f (Xl) (X2 — Xl)
F(x0) > f(xe) +0f (%) (X1 — %)

En tenant compte du fait que —x; > 0, on en déduit

fixe) — f(xa)

<
o (xa) < =4 —

< of(x2).
C’est ce qu'il fallait.

(3)= (1) Soientx; < x, dans[a,b]. Commef est continue sufxy,x] et C* sur
|X1,X2[, on peut écrire

X1+ (1-N) (xo—x1)
f(x1+ (1=A)x2) = f(x1) + af(s)ds.

X1

4Cela signifie que : [a,b] — R est continue, qu’elle est dérivable en chaque poinia, b| et que
of :]Ja,b[ — R : x— df(x) est continue.



54 Chapitre A — Fonctions convexes et concaves

En faisant le changement de variable x; + (1 —A)(t —X1), on obtient

Fxat (1- W) = fox) + [ 0F (e (1 W) (1— A,

X1

Maintenant, puisquax; + (1 —A)t <t — carxg <t — et quedf est croissante, on
déduit

f (0 + (1 A)xe) < f(x1)+(1—)\)/xzaf(t)dt

X1

= f(x) + (1= (f(x) — f(x1))

Ceci conclut la démonstration. O

Si f posséde encore plus de régularité, on a I'équivalence suivante.

Proposition A.6.  Si f < ¢?(Ja,b[;R)NC([a,b];R). Les propositions suivantes sont
équivalentes :

(1) f estconvexe;
(2) 0f(x) > 0 pour tout x< |a, b|.

Démonstration.  Au vu de la proposition A.5, il suffit de montrer gadé est crois-
sante si est seulementdif > 0. C’est bien connu mais nous allons le redémontrer
dans le but d’étre complet.

Tout d’abord, supposons qadé est croisssante. Soite |a,b[. Sih > 0 est assez petit
pour quex—+ h € Ja,b[, on adf (x+h) > 0f(x) et donc

If (x+h) —af(x)

> 0.

En passant a la limite =~ 0, on trouve bie@?f (x) > 0.

Inversément, supposons gafef > 0. Soientx; < X, deux points deéa,b[. Nous vou-
lons montrer quéf (x1) < 0f(x2). Le théoreme de la moyenne nous dit que

0f (x2) — 0f (x1) = 0% (&) (X2 — X1) (A.4)

pour ung € Jxy, xz[. Commed?f () > 0 etxp —x3 > 0, on a bierd f (xz) —af (x1) > 0,
ce qui conclut la démonstration. d
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A.2 Fonctions strictement convexes

Nous allons maintenant passer a la notion de stricte convexité. Comme ici les dif-
férentes possibilités ne sont plus équivalentes, il nous faut choisir 'une d’entre elles
comme définition. Pour ce cours, nous avons pris la plus naturelle d’autant plus qu’elle
n’entraine pas de détails techniques supplémentaires.

Définition A.7.  Une fonctionf : [a,b] — R est ditestrictement convexs, pour tout
X1 # X2 € [a,b] et pour toutA € ]0,1[, on a

f(Axz+ (1= A)x2) <A f(xe)+ (1—A)f(x2). (A.5)

Proposition A.8.  Soit fc ¢*(Ja,b[;R) N C([a,b];R). Parmi les propositions sui-
vantes,

(1) f eststrictement convexe sSa b ;
(2) of est strictement croissante sja;, b|;
(3) pour tout x € |a, b et tout xe [a,b] \ {x0}, on a

f(X) > f(x0) +0f(x0)(X—X0);

et, si f€ ¢?(Ja,b[;R)N C([a,b];R),
(4) pour tout xe |a, b[, 8%f (x) > 0;
on a les implications (13 (2) < (3) < (4).

Démonstration.  (1)=-(3) Supposons que (1) soit vrai mais pas (3). Des lors, il
existe unxg € |a,b[ et unx € [a,b] \ {xo} tels que

f(x) < f(x0) +0f(X0)(X—Xo).

D’autre part, puisque (1) impligue quie est convexe, on est sir d’avoir au moins
I'inégalité «> ». Donc

f(x) = f(x0) +0f () (X—X0)- (A.6)
On a méme mieux. De la convexité éieon déduit que, pour towt € [0, 1],
f(Axo+ (1=N)x) = f(x0) + (1 —A)0f (X0) (X—X0)

= F(x0) + (1= A) (f(x) — F(x0))
=AM (x0) +(1-A)f(x)

ou la premiére égalité découle de (A.6). Cela contredit le fait que (1) doit étre vrai pour
X1 := Xg €tXo :=X.
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(3)= (2) Il suffit®> de calquer le « (2 (3) » de la proposition A.5 en remplacant
les inégalités par des inégalités strictes.

(2) = (1) On imite le « (3)= (1) » de la proposition A.5. Pour avoir I'inégalité
stricte, il suffit de remarquer que, lorsque |x1,X2[, on aAx; + (1 —A)t <t et donc
0f (Axy+ (1—A)t) < af(t). On en déduit

f()\xl—l-(l—)\)xz)<f(xl)-l-(l—)\)/ af (t) dt

Jx1,%a|
et des lors I'assertion (1).
(4) = (2) Il suffit d'imiter la deuxieme partie de la preuve de la proposition A.6.

Puisque maintenard?f (&) > 0 dans I'équation (A.4), on a bien que < x, =
of(x1) < af(x2). O

Remarque A.9. (2)# (4) Eneffet,f:[-1,1 — R:x— x* est tel quedf est
strictement croissante sp 1, 1] maiso?f (0) = 0.

A.3 Fonctions concaves et strictement concaves

Définition A.10.  Une fonctionf : [a,b] — R est diteconcavesi, pour toutxs, Xz €
[a,b] et pour toutA € [0,1], on a

f(Ae+ (1=N)x2) = M (x2) +(1—A)f(x); (A.7)
f est ditestrictement concavsi, pour toutx; # X € [a,b] et pour touA € |0,1], on a
f(Aa+ (1—=A)x2) > A (x1) + (1= A) f(x). (A.8)

On remarque qué est concave (resp. strictement concave)-skiest convexe (resp.
strictement convexe). Grace a cette « dualité », on déduit aisément les propositions
Suivantes.

Proposition A.11.  Si f: [a,b] — R est une fonction concave, alors f est continue
surla,bl.

Proposition A.12.  Soit f: [a,b] — R une fonction continue. f est concave gib|
si et seulement si

f(3(x+y)) = 3(F(X)+ f(y)). (A.9)

SFaites le!
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Proposition A.13.  Soit f€ ¢(]Ja,b[;R)N C([a,b];R). Les propositions suivantes
sont équivalentes :

(1) f estconcave;
(2) pour tout x € |a,b| et tout x [a,b], on a

f(x) < f(Xo) +0f(X0)(X—X0) ;

(3) la dérivée de fof, est décroissante sia, b|.
Side plus fe ¢?(Ja,b[;R) N C([a,b];R). on a aussi I'équivalence avec
(4) 0°f(x) < O pour tout x< |a, bl.

Proposition A.14.  Soit f€ ¢(]a,b[;R)N C([a,b];R). Parmi les propositions sui-
vantes,

(1) f eststrictement concave sja;b];
(2) of est strictement décroissante sarb[;
(3) pour tout x € ]a, b[ et tout xe [a,b] \ {Xo}, on a

f(x) < f(x0) +0f(x0)(X—X0);

et, si fe C%(Ja,b;R)N C([a,b];R),
(4) pour tout xc Ja, b, 9°f(x) < 0;
on a les implications (13 (2) < (3) < (4).

A.4 EXxercices

Exercice A.1 Soienta,b € R. Montrez que

= X € [a,b] si et seulement siA € [0,1], x=Aa+ (1—A)b.
= X € ]a,b[ si et seulement siA €]0,1[, x=2Aa+ (1—A)b.
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Annexe B

Différences divisées

Les différences divisées sont particulierement intéressantes car elles sont en quelque
sorte des contreparties discretes de la notion de dérivée. Cela est particulierement clair
au vu du chapitre Il ou les polyndmes interpolants s’expriment sous une forme qui rap-
pelle le développement de Taylor. Le but de cette annexe est de définir les différences
divisées pour elles-mémes et de donner une preuve directe de leur représentation en
terme de dérivée.

Définition B.1.  Soit (Xn)nen < [a,b] une suite de nombres réels tous distincts et
f : [a,b] — R. Lesdifférences diviséeg), .. ., x] (k> 0) sont définies récursivement
par

fIX0, -« X] — X1, ooy X1

fxo] := f(x0), fX0,..., Xk11] == v— :

La premiére chose que nous allons montrer est fj4g . ..,X«] ne dépend pas de
'ordre dexo, ..., Xk Plus formellement, cela veut dire que(s(0),...,T(k)) est une
permutation d€0, ..., k) (c’est-a-dire quet: {0,...,k} — {0,...,k} est une bijection),

on af[Xyq),- -, X = fXo,.-.,X]. Montrons cela par récurrence suPourk = 0,

il 'y a qu’un élément est donc c’est évident. Supposons maintenant qu’on puisse
permuter a sa guise les différences diviséeskstrl points et montrons que c’est
encore le cas pol+ 2 points. Par définition des différences divisées, on a

f X1, Xa, - X, Xo] = F[X0,Xa, - -, X, Xy (B.1)
Il suffit de montrer que
f [XO7 e vxk—].?Xk-‘rlek] = f [X07 . 7Xk—17xka Xk+1] (BZ)

En effet, par hypothése de récurrence et vu la définitiofildg. . ., Xk 1], on peut per-
muter(Xy, ..., X) comme bon nous semble. Siyo), - - -, Xrrk+1)) €St Une permutation
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de (Xo,- -+, Xk+1), Xo = Xyi) peut étre remis en premiere position : s'il est en derniere
position, il suffit d'utiliser (B.1) ; siXp €st parmixyy), . .., Xyk), ON peut le mettre en
placek par I'hypothése de récurrence et ensuite en place 0 par (B.2) suivitde (B.1). Par
un procédeé similaire, on peut mettte ; a la placek+ 1 (sans toucher ®&). Il suffit

alors de réordonner les places.1, k ce qui est possible par I'hypohtése de récurrence.

Prouvons maintenant (B.2). En utilisant la définition des différences divisées et I'hy-
pothése de récurrence, on obtient :

Flxo, -] = FlXa, - X

f[XOa'--7Xk;Xk+1] - X0 — Xt 1
~fxop ] = X, X1, Xk
B X0 — Xk+1
FXo, o Xiea] = Fxa, o) Fxa, X — X, X1, Xt
. X0 — Xk Xk — Xk+1
a X0 — Xk+1

_ (X — Xir1) F[X0, - - -y Xk—1] — (X0 — Xir1) F[Xa, - - - o Xi] + (X0 — Xk) F[X1, - - Xk—1, Xk 1]
(X0 —Xk) (X0 — Xk1-1) (% — Xkcr1)
Sur la derniére formule, on voit que si on permudtest X, . 1, I'expression ne change
pas. C’est donc que (B.2) est vrai.

Passons au lien entre les différences divisées et les dérivées. Nous allons commencer
par proposer une formule intégrale pour les différences divisées. Pour la comprendre,
commencgons par examiner les cas de deux points et de trois points. Pour deux points,

on a par le théoreme fondamental de I'analyse que
f — f(x X1 dx
f[xo’xl]:M: 9t (x) _
X0 — X1 X0 Xo — X1

Si on change la variable d’intégration edéfinit parxp +t(Xo — X1) = X, on trouve

f[xo,xl]:/olaf(xo-i—t(xo—xl)) :/Olaf((l—t)xo-l—txl)).

Par symmeétrie (en permutaxtetx;), on a évidemment aussi

1
f[Xo,xl]=/0 of (txo+ (1 —t)x1)).
En utilisant cette formule, on peut passer a trois points :
f[Xo,X1] — f[x1,%2]
X0 — X2
B /1 of ((1—t1)X0+'[1X1) —of (t1X1 + (1—'[1)X2)
X0 — X2

/ / (1-t1) Xo+t1X1 ( ) dx
— X .
tixg4-(1—t1)x Xo—X2

f [X0, X1,X2] =

dty




61
En faisant le changement de variatle- X = t1x; + (1 —t1)Xo +t2(X2 — Xp), On trouve
1 1t )
f[Xo,Xl,Xz] :/0 dty 5 dto 0 f((l—tl—tz)Xo+t1X1+t2X2).
A partir de cela, on peut avoir une intuition de la formule générale.
Lemme B.2. Sife *(Ja,b[;R) etx,...,x sont kit 1 points distincts déa, b[, on
a
1 Sl S-1 K k
o, = [ o [t [ mmf@m+;m) (8.3)
i=
oug:=1-73)_;t pouri>0.

Démonstration. Pourk =1 etk = 2, cette formule est vraie par les calculs ci-
dessus. Supposons qu’elle soit vraie goif 1 points quelconques et montrons que
c’est encore le cas pol+ 2 points. Par définition des différences divisées et par
invariance sous permutation des points, on a

[0, X — FXe oo K] _ FlX0u o = X

f[X0,~--,Xk+1]= X0 — Xk+-1 X0 — Xk+1
& 6kf(sk><o+z. 21%) — 05F (TF_ 1 tiXi + St 1)
- [T [ a o -

Intéressons nous seulement a la fraction. On peut la réécrire comme suit :

S0+ g tiX dx
/ P gkt X
SE XS Xk+1— X0

En faisant le changement de variatplg; — X = s¢Xo+ z}‘zltixi +tyr1(Xkr1— Xo0), cette
intégrale prend la forme

S K1 k+1
o f —t + 9 tiX ) dty 1.
/O ((Sk k+1)X0 i; i |> k+1
Mais, par définition dey, on asq —tk, 1 = Ski1 €t cela prouve la validité de (B.3)

Nous allons également avoir besoin du théoréme de la moyenne suivant.

Théoreme B.3. (théoreme de la moyenne intégral) Soit AC RN un ensemble
fermé borné d&N qui est connexe par arcs et A — R une fonction continue. Alors
il existe un¢ € A tel que

/ f(x &) megA).
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Remarques.

= La mesure dé\, megA), est définie commg, 1 dx.

= Un ensemblé@ est ditconnexe par arcsi, pour tousg, X3 € A, il existe une fonction
continuey : [0,1] — A tel quey(0) = xp ety(1) = x;. On dit quey est un chemin
joignantxg a x;.

Démonstration. CommeA est un ensemble compact, la fonctibnatteint ses
bornes, c’est-a-dire qu'il existe),x; € Atels quef(xg) = mina f et f(x1) = maxa f.
De f(xp) < f(x) < f(x1), on déduit en intégrant sérque

mﬁ&ﬂ@gﬁb@ﬁgmﬂ&ﬂm.

On peut réécrire cela comme

megA) /A f(x)dx € [f(Xo), f(x1)].

Comme I'ensemblé\ est connexe par arcs, la propriété de valeur intermédiaire im-
plique gu’il existe urx € Atel que(l/megA)) [, T = f(§). O

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoreme principal de cette annexe.

Théoréme B.4. Sl fe (X(Ja,b[;R) et x,...,x sont des points tous distincts de

a,b[, il existe ung € | min x;, maxx;| tel que
Jab{ % [|<k'1<\ '} q

(oo = 5 01(D), (B.4)

Démonstration.  La formule intégrale (B.3) peut se mettre sous la forme

ol = /Fn,, d(ty, ...t

oUA:={(t,...t) ERK:0<t1 < 1et0<t <s_gpouri =2,..., K} etF(ty,...,t) ==
a"f(skxo+ z,zlt.x.). Par le théoreme de la moyenne mtegral, il existe .. ,tk) cA
tel que

/F:mﬁMmeww.
A

Posons, := X0+ 5K, tix. Puisquesc+ X, ti = 1, il est facile de voir que mim; <
& < maxx.. Pour compléter la preuve, il suffit de montrer que fA¢s= 1/k!. Par

définition,
1 St -1
mesgA) :/ dtl/ dto / aty 1.
0 0 0
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Nous allons montrer par récurrence que
Sk—i Sk-1 1 .
V= A dty i1 /o dil = i‘,i«i' (B.5)

Pouri=1,0naque/; = fOSH dty = s«_1. Supposons que la formule (B.5) soit vraie
pouri et montrons la pour+ 1. Par définition,

S—i—-1
Vijl = /o Vi dty .

L'hypothése de récurrence implique a¥e= (1/i")s, ; = (1/i!)(S-i—1—tk_i)'. Donc

S-i-1 ] i
Vit1 2/0 i—l(skfifl—T) dt
1 _<a(_|_1_-[)l+l S—i-1 1

il i+1

_ +1
o (i+1)! Sy

Cela prouve (B.5). En particulier, quane- k, on a

1 1

Ceci conclut la preuve. O

Grace au théoreme ci-dessus, on peut définir les différences divisées lorsque plusieurs
points sont égaux. Dans le cas extréme ou tous les points sont les mémes, on a envie
de poser en vertu de la formule (B.4) que :

okt (xo)
K

flXo,...,X| =
k+1

De maniére générale, sdito,x1,...,%) € RKt1 ou certains points; peuvent étre
égaux. Il existe urfesuite (X, ...,x") telle que tous les pointg)”,...,x" soient
différents et telle quez( ) ——& X pour touti = 0,1,... k. On deéfinit

f[X0,X1, ..., X = lim f[xO .. ,xlgn)].

Nn—oo

Pour que cette définition ait un sens, il faut prouver que la limite existe et qu’elle est

indépendante de Iasw((axo ,...,xk ))neN. Pour cela, la formule intégrale (B.3) nous
est de nouveau d’'une grande aide. On peut la réécrire de maniere condensée comme :
lorsquely, .. ., &k sont tous différents, on a

f[€o,..-,¢& /F (t,€0,---,¢

1En fait il existe une infinité de telles suites!
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oUA:={t=(tz,...,t) € [0, 1K :tiy1 < 1— Zijzltj pour 1< i < k} etF(t,&o, ..., &)
= 0KF ((1— 3K 1 t)&0+ TK 1 ti&). Maintenant, s(xé”), . ,xf(n)) — (X0, .-, %), On en
déduit que, pour tout F(t,x(()n), - ,xf(n)) — F(t,Xo,...,%). Choisissons suffisament
petit pour queKe 1= [Minicj<kXj — €, Max<j<kXj + €] C |a,b[. Pourn assez grand,
on peut supposer qué” € K, pour touti. Dés lors(1— 5, t)xV + 5k tx™ e K,.

CommeK, est compaciC 1= suf. |04 (x)| < +. Donc, [F(t,x",...,x")| < C.
Par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on peut conclure que

lim [ Fax,. o xMydt= [ lim Fe,x, V)t

n—oo A An—>0°
=/F(t,x0,...,xk)dt
A

Cela montre non seulement que la limite existe et est indépendante de la suite

((xg‘),...,xl(<r‘)))neN mais dAe plus la formulg intégrale, (B.3) est encore valaple pour
(Xo0,--.,X) quand bien méme certains points sont égaux. Cela implique également
gue le théoreme B.4 est aussi vrai pour les différences divisées correspondantes
X0,y Xk]-
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