Mathématique Elémentaire
Testn°6 (19 octobre 2009)

Question 1. Soir A € R™" [a matrice définie par

nl osii<j
Aij:{ = J

0  sinon.
Montrez par récurrence que, pour tout n > 2, on a détA = gn(nt1)/2,
n m < 3 2(2+1)/2 3 1 %galitk
Cas de base : n = 2. Dans ce cas, A = 0 x2) Donc détA =m et @ = 7°. L’égalité est

donc vérifiée pour n = 2.

Hypothése de récurrence : supposons que 1’égalité soit vérifiée Vn < k avec k > 2. En particulier,
sin=k,ona

n n* ik
0 n? n ik
dét]0 0 =3 k| — gkk+1)/2.
0 0 0 .. =k
Montrons 1’égalité pour n = k+ 1 : en développant selon la derniere ligne, on obtient
2 k
To... 7tk 7L'k+1 0 7'[2 ﬂk
dét — ﬂk+1 ‘(_1)k+1+k+1 .dét
0 ... 0 gkl ) C
0 ... 0 =

En utilisant I’hypothese de récurrence, on obtient que le membre de droite est égal a

k(k+1) )
gL ()22 ghkt /2 — k1475 (car 2k + 2 est un nombre pair)

(k+1) (k+2)
2 .

Question 2.  Les relations suivantes définissent-elles des fonctions ?
(@ fR—R:x—ytelquey —y=x;
(b) g :R—R:x—ytel que y® = x.
Justifiez vos affirmations.
(@) f ne définit pas une fonction. En effet, pour (par exemple) x = 0, il y a plusieurs y qui lui

correspondent, a savoir (au moins) y =0 et y = 1 car ces deux valeurs sont des solutions de
I’équation y*> —y = 0.

(b) g définit une fonction. En effet, pour un x € R donné, il n’existe qu’une seule solution y> = x
(qui est la propriété que les y doivent satisfaire pour correspondre a x), a savoir y = v/x.
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Question 3.  Soient les ensembles A = {(x,y) € R* | x =y} et B= {(x,y) € R? | x* =)*}.
Justifiez qu’on a A C B mais pas B C A.

m A C B. Prenons un (x,y) arbitraire dans A et montrons que (x,y) € B. Par définition, (x,y) € A
signifie que x = y. Dés lors, en élevant les deux membres au carré, on obtient x> = y? (regle de
calcul vue au cours). Donc (x,y) satisfait la propriété d’appartenance a B.

» B ¢ A. 11 suffit pour cela d’exhiber un couple (x,y) € B tel que (x,y) ¢ A. Prenons (x,y) =
(1,—1). Comme x*> = 12 = (—1)? = y?, le couple (1,—1) € B. De plus (x,y) ¢ A car il ne vérifie
pas la propriété x = y.

Question 4.  Soient les nombres complexes z; = 3(—1+iV/3) et zp = 3(—1—iV/3).

(a) Donnez la forme trigonométrique de z; et 2.

——1—|—i\/§—ciszn
1 i\/§_ An
S R

(b) Soit la matrice M € R3*3 définie par

1 1 1
M=11 71 o
1 2o z1

Calculez M - M et déduisez-en la matrice M~". Expliquez votre démarche.

1 1 1 1 1 1 3 1+z1+2 1+z1+22
M-M=|1 71 o 1 21 )= 1+a+2 1+z2%2+2? 1+zazntaz
1 2 z1 1 2 71 421420 l1+zim+ziz2 14212422
Or,
1 3 1 3
et (i) (i) o
+z21+22 + 2—|—l > + ) I 2 0
2w . 4w . / /
1 4+2z120 = 1 +2cis 3 cis3 = 14+2cis0=0 (car Arg(zZ') = Arg(z) + Arg(z') mod 27),
4 2
1—|—zl2+zZ2 = l—kcis?jr —|—cis?ﬂ: =0 (car Arg(z") =nArg(z) mod 2m).
Donc
300
M-M=|(0 0 3
0 30

Pour obtenir I’identité a partir de M - M, il suffit de multiplier chacune des lignes par % et
d’ensuite permuter les lignes 2 et 3. Or, effectuer une transformation élémentaire sur les
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lignes d’une matrice revient a multiplier a gauche cette matrice par 1’identité dans laquelle
on a appliqué la méme transformation. Des lors on a :

Donc,

Question 5.

1 00 1 1 0
0 01 ~§-M-M: 0 1
010 00
v
1 1
00 % 1 721 | = %
0 % 0 1 2o 7y %

(a) Calculez, si possible, I’inverse de la matrice

1
A=12
3

o - O
S =

- o O

WA W wi—

(b) Déduisez du point précédent I’ensemble des solutions du systeme

Expliquez votre démarche.

(a)

=
I
W o =

SO = OO~ OO

S O =

S~ O O, O O, O D~k O N~ O

[S—

—_— N =

—_— O O

X1+x3=7
2x1+x0+4x3=0
3x1+2x =—14

Id =

L, — L, —2L,
Ly~ Ly —3L,

Ly — Ly —2L,

4
— Jjoo |-— )

Q= \lll\?

WIS WA Lo~

=G0 = O

|
\”N\‘ll_o o

[0 W

=YD =

=
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(b) Le systeme s’écrit

1 01 X1 7
21 4] (x| =
320/ \x3 —14
En multipliant & gauche par A~! de chaque c6té, on obtient :
X1 | 8§ -2 1 7 6
x| = —-12 3 2 0 |=1-16
X3 -1 2 -1/ \~14

L’ensemble des solutions est donc {(6,—16,1)}.

Question 6. Calculez les déterminants suivants :

0 002
0 040 004 0 6
=2(=D)"*0 6 0|=-2-4(-1)!"3 = —2.4-(—48) =384
0 600 2 0 0 8 0
8 00O
I 1 1 1 1111
Il 14a 1 1| [0 a00 22:?:?
I 1 146 1 |"j000b o0 22
1 I 1+¢/ (000 s
=abc car le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au

produit des éléments situés sur la diagonale principale.

Question 7. Calculez les sommes suivantes :

k k
n Y P t2=(K+7+2) Y 1=K+ +2)(k+4)

i=—3 i=-3
k k k k k k k
2 . . 2 . . k(k+1)(2k+1
. Z212_J2:Z(_1)2_12+ZZZZ_12: 1— ]2=(k—|—1)— ( )6( )
i=—1j=0 j=0 i=0j=0 j=0 j=0
terme ;nr i=—1 :O(ant?s;métrie)
{0 4 4 i—1 4 : :
(41 —1
. Z’Z’-iﬂ:‘_ (._ (i+j)—;(i+j)) =2 (éi—l—%—(i—l)i— ( 5 )l)
i=1j=i i=1 \j=1 j=1 i=1

4 4 4
S RC R RO ILCIE T

300+ 1)20+1)  LE+1)
“Ll)__( 6 T )

o0+ 12526%— 1) +§£(£+1) =L+ 1)e-1)

=2(0+1)—
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Question 8. Calculez et représentez graphiquement les solutions de I’équation X® = 8.

Remarquons tout d’abord que v/2 est une solution par-
ticuliere de cette équation. On sait donc que les solu-
tions de X = 8 sont données par v/2z ol z est une
solution de X® = 1. Soit z une telle solution, en posant
7= |z|cis 6 (ol O est I’argument de z) nous obtenons
2|cis60 = 1. Par égalité de deux complexes sous
forme trigonométrique, on peut déduire que |z|® = 1
et 60 mod 27 = 0. Puisque |z| € R*? et 6 € [0,27],
nous obtenons |z| =1 et 6 € {k5|k =0,1,...,5}.
Les solutions, sous forme trigonométrique, sont donc
2z =V 2cis(k¥) od k € {0,1,...,5}.
Géométriquement, ces solutions sont sur le cercle de
rayon /2 (c’est le cercle passant par 14i). L’angle de
7/3 est celui d’un triangle équilatéral ; par exemple,
le sommet de celui de base (0,0)—(1,0) se trouve a
I’intersection des deux cercles de rayon 1 centrés en
ces points.

Question 9.

(a) Prouvez que

i=1

() -L

I I P R I \(C
I -7 . T~ I
77\777777;\177*21-—-—‘\::777\#\ ****** + - -
| . [ N TN |
7 - g - - = N
I P A Co- N NN I
| , S0 e UL RN I
l 4 - »7 . N N \ |
AT Zza’ -4 \ . N
/
A R4 \Hl—i_l N
/
747777/7’7 )'7\7\\7/ l _‘-(::/:’.\<::\77\7*77
nol 7 ’ K [N I
/1 g s RN '\ i Ny oy
/s P \ N z N \ AN
Ly oy, B \\/ \ / A \ voav by
Loy (AN 3T N\ \ Voo
1 -

" h 0 / \ Al \ \ W
[ z3 v Ny ¥ [} IZO [
| ¢ | = N/ | T
I I P =<7 [ I

| \ A | N I |
RN N 1
—2 vo—1 . R //\ I o1 , I 2//
\ \— \ ! .
[T 1y I~ PN /)
\ ! /
Vs o ’ N s s
ANEENERY \ / N , N \ 1,00 1
Vo Ny N N S\ \‘/' v N
S B N S R —=zZ_ s _
BN e l 2 AT
(N N I o VA
[N Ny Z4*-_ _ - ZS //\/ // // |
L J
I \ N RN P |
> S ~ z

| N NN I ) I L7 |
| ~ TN L7 oA P |
I N . _z -7 I

e _2l— 777777 Pl
I I N I I I

(b) Donnez une explication géométrique de (1) en tragant un carré de coté Y i, par exemple.

(a) Prouvons 1’égalité (1) par récurrence sur n. Pour le cas de base (n = 1) cette égalité de-
vient 12 = 13 qui est toujours vrai. Supposons maintenant que (1) est vérifiée pour tout
k € {1,...,n} et prouvons cette égalité pour k = n+ 1. Le deuxieéme membre de I’égalité

vaut alors

Zi3: Zi3>+(n—|—1)3

—)2+(n+ 1)3
2

=(n+1)2(%+n+1>

(hypothese de récurrence)
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_ ((n—|—1)2(n+2)>2

i)2

L’égalité (1) est donc bien vérifiée quelque soitn > 1.

n+1

:<Z

i=1

(b) La propriété apparait au travers des coloriages de la figure ci-dessous :

§---
J

La justification du fait que la bande rose est d’aire i> se fait 4 1’aide du calcul suivant :

‘2+2‘ii ' '2+2‘(i_1)i PA+i—1)=4
l l =1 l— =1 1 — =1.
&’ 2
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