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Résumé.  Contrairement & des affirmations, Pedro Nufiez a bien

présenté dans son Libro de Algebra la recherche des diviseurs com-
muns a deux polyndmes comme élément d’'une méthode de résolution
des équations. Cette méthode intégre une astuce attribuée a Cardan.

La Nota de Simon Stevin sur le plus grand commun diviseur, dans son
Arithmétique, semble donc bien correspondre a la réalité. Mais Stevin
n'indique pas pourquoi il n'a utilisé que fort peu son algorithme.



1 Le pgcd des polynéGmes : Nuiiez et Stevin

1.1 Introduction

1. Le texte de Stevin fut publié pour la premiére fois defg[ 240]
([10, p. 577] nous nous référerons dorénavant a ce dernier ouvrage) :

PROBLEME LIII

E stant donnez deux muitinomies algebraiques : Trouver
leur plus grande commune mesure.

NoOTA. Petrus Nonius au commencement de la troisielme
partie de son Algebre, estimoit qu'alors ce probleme n’es-
toit pas generale reigle inuenté, parquoi il en descripuoit
guelque maniére a tastons. Nous descriprons sa legitime
construction, qui sera semblable & I'operation de I'inuen-
tion, de la plus grande commune mesure des nombres
Arithmetiques entiers du 5 probleme : & sgcauoir on diuisera
premirement le maieur par le moindre, & puis le diuiseur
autrefois par la reste, iusques, a ce qu'il n'y reste rien, & c.
comme le tout sera plus clair par exemple.

2. Henri Bosmans a consacré deux articles au Libro de Algebra de
Pedro Nufiez :7] et [3]. Le premier étudie plus spécialement la troi-
sieme partie du Libro de Algebra, celle précisément a laquelle se re-
fére Stevin. Bosmans semble interpréter le terme « sa » de « sa légi-
time construction » du texte de Stevin comme se rapportant a Nufiez.
Il déduit alors de son analyse des efforts de Nufiez que Stevin est trop
modeste, mais que la lecture des travaux de Nufiez fut un stimulant
pour Stevin. Bosmans signale aussi la question dgns [

3. Dans [L(], D.J. Struik va plus loin : p. 463, note 8, il renvoied |
en attribuant a son auteur I'opinion qu'’il n'y a pas de raison de penser
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gue Nufiez ait jamais eu l'intention de rechercher le pgcd de deux
polyndémes.

1.2 « Petrus Nonius au commencement de la
troisieme partie de son Algebre »

Nufiez commence par montrer comment simplifier I'allure de cer-
taines équations en ajoutant ou en retranchant une méme expression
aux deux membres. Puis/{[ bas de la page 151, p. 152) I'équation
233 + 5x* = 3x° se simplifie en divisant pax® en 5+ 2 = 3x2. |l
remargue que cette méthode ne fonctionne pas si un seul des deux
membres est un polyndme dont le terme indépendant n’est pas nul. Il
dit alors qu’on va rechercher une autre méthode : chercher s'’il existe
un diviseur commun :

Y porque si ay numero en la compafiia de las dignidades,
no se pueden abatir por este modo : buscaremos entonces
otro remedio, y sera ver si tienen partidor commun, por
el qual entrambas quantidades que queremos ygualar pue-
dan ser partidas.

Il prend un exemple particulierement intéressant :
X+ X% =X+ 7x+6 1)

Il dit qu'il n’est pas judicieux de supprimef dans les deux membres,
car on en déduit 'équatior’ = 7x+ 6 « pour laquelle il n’y a pas de
régle générale »Par contrex+ 1 est un diviseur commun des deux

1C’est un exemple souvent présenté du casus irréductibilis dont Nufiez n’'a méme
pas jugé utile de réfuter la méthode de Tartaglia : il n’a repris du poéme de celui-ci que
la premiére partie correspondant a I'équatidn- ax = b ([6, p. 334r]; [7, p. 404])
et refuse la méthode présentée car elle implique des calculs de radicaux effrayants



membres del(), et en divisant les deux membres par ce divi$eur
trouve I'équatiorx® = x+ 6 qui peut se résoudre. Nufiez dit alors que
pour pouvoir trouver un diviseur commun il sera utile de mémoriser
des produits de polyndmes :

Y para hallar partidor cdmun con menos negocio, seria
cosa muy cOueniente componer vna tabla, y guardarla en
la memoria, en la qual se multigliL.co.p.1.por.1l.c@.1.

y por.1.cop.2.y por.l.cdd.1l.y por.1.cq.2.y ir assi prosi-
guiendo hasta.1.9.

Puis il dit que pour certains types d’'équations, il existe une régle gé-
nérale qui rend inutile cette mémorisation.

Voici ces types d'équations :

Y las conjugaciones son aquellas, en las quales cubo y
numero, son yguales a cosas, 0 cosas Yy numero yguales
a cubo, y no seruira la tal Regfp auemos de dar en
qualquier conjugacion destas, porque solamente seruira,
guando las cosas excedieren al numero en la vnidad, o el
duplo de las cosas excediere al numero por el cubo de .2.,
el qual es.8., o el triplo de las cosas excediere al numero
por el cubo de .3., el qual es .27., 0 el quadruplo de las
cosas excediere al numero en el cubo de .4., el qual es
.64., y assi por el consiguiente en los otros cubos.

pour des équations admettant une racine entiere évidehtep([340v et 341r];7,
p. 412)). Par ailleurs Nufiez refuse les nombres négatifs (« y si entiendt @9ees
aun menos que nitril, a que llaman debito, esto es mera vanidat y pura contradiction »
[6, p. 224r]; [7, p. 266]).

2Bosmans se demanda p. 163] si Nufiez a remarqué que (p éventuellement
positif) est solution d’une équation lorsque- p divise les deux membres. Bien sar
que non puisque Bosmans lui-méme a n@té[ 159] que Nufiez refuse les racines
négatives.

3]l me semble donc que Bosmans place & tbrp[ 163] ce conseil de Nufiez dans
le contexte des exemples qui suivent.



Il s’agit donc d’équations de la forme

x> =ax+b 2)
pour lesquelles il existp tel que

pa= b+ pS. (3)
Dés lors, on transforme) en

X3+ p® = ax+b+p®
=ax+ap

etx+ p est un diviseur commun des deux membres. Nufiez applique
cette méthode a de nombreux cas particuliers dont :

x3 = 7x+6. (4)
Ony prendp = 1, et cette équation devient
X 1=T7x+7,

dontx—+ 1 divise les deux membres.

Remarque. DansL’Algebra[1], Bombelli appelle cette astuce fle-
gola messa dal Cardarig, p. 224].

Mentionnons que parmi les auteurs qu'il a étudié, Bombelli cite dans
son adresse aux lecteurs « un certo spagnolo » que E. Bortolotti iden-
tifie [1, p. 9, note 7] comme étant peut étre le Portugais Petro Nufiez.
Dans ce traité cette astuce est une application ponctuelle de la décom-
position d’'une somme de cubes. Tandis que chez Nufiez, elle se place
dans le cadre général de la recherche d’'un diviseur commun a deux
polynémes, et s’'applique a des exemples qui ne se rameénent pas tous
a la forme2.



1.3 En conclusion

La méthode de Nufiez est donc la suivante : soit I'équatipg) =

B(x), si les deux membres ont un diviseur comniude degré positif

enx, alors on se raméne a I'équatiéyiD = B/D, sinon on cherchg

pour lequelA+y etB+y ont un diviseur commub de degré positif

enx, et on se ramene aI'équatioA+y)/D = (B+y)/D. Une aide a

la résolution d'une équation est de soustraire ou d'ajouter une méme
expression aux deux membres. Une méthode depuis Al Kwarizmi est
d’ajouter une méme expression aux deux membres qui fasse de ceux-
ci une méme puissance positive de polynénisiez doit étre celui

qui a mis en évidence et dans un cadre général I'intérét pour la réso-
lution des équations, soit de rechercher un diviseur commun de degré
positif des deux membres, soit de transformer ces deux membres de
telle facon qu’ils possédent un tel diviseur comnsin’on interprete

alors « sa légitime construction » dans le texte de Stevin comme signi-
fiant « la 1égitime construction du pgcd », ce texte semble parfaitement
justifié.

Stevin a donc répondu a une préoccupation de Nufiez. Mais qu’'a-t-il
fait de sa réponse ?

2 Le pgcd des polyndbmes, Simon Stevin, et
la résolution des équations

2.1 Dans sorProbleme LII| Stevin décrit donc son algorithme pour
calculer le pgcd de deux polyndmes. Remarquons qu’en soulignant
I'analogie avec le comportement des nhombres entiers, Stevin resou-
ligne dans les faits que ces nombres sont d’'une autre nature que les
polynémes L1].



2.2 Les applications par Stevin de son algorithme

Je n’en connais que deux :

1. Au probléme LIII[10, p. 576], il détermine la forme irréductible
d’une fraction rationnelle,

2. Au probléme LXII(p. 589), cité dans/] et dans [LO, p. 589], mais

non repris intégralement dans cet ouvrage, Stevin enumére des mé-
thodes pour abaisser le degré d’'une équation. En particulier, si le degré
enx des deux membres est positif, diviser par leur pgcd :

= dans laReigle 1 il raméne 2* = 6x° a4 % = 6,
et surtout :
= dans |aReigle Xil fait explicitement référence a@robleme LIII:

Reigle X. Sideux termes égaux eussent commune me-
sure algebrique, on les peut covertir par la mesure, en
moindre multitude de quantité

Explication. Soyent 85|+ 6[3], égales a 12|+ 20[3]+
9[2] + 15[1]; on verra s'ils ont commune mesure par
le 53 probleme, 2 se trouve qu’ouy, que la maiene est
4[3]+ 3[1]; on divisera doncques 2 I'un 2 l'autre terme
par 43|+ 3[1], 2 'on aura 22|, égales a @]+ 5.

2.3 Mais dans sa présentation de la théorie des
équations du troisieme degré, Stevin calcule le
p.g.c.d. de deux polyndmes, sans appliquer son
algorithme

Il s’agit duProbléme LXIX([10], pp.615 et suivantes) ou Stevin étudie
trois cas :



1. 'équation @) x3 = ax+ b, cas qu'il appellgremiére différence
2. x3 = —ax+ b, deuxiéme différence
3. x® = ax— b, troisiéme différencea et b étant toujours positifs.

1. Ce cas contient leasus irreductibiliset Stevin refuse l'introduc-
tion par Bombelli des nombres imaginaires. Lexemple étudié est

X3 = 30x + 36,

et la solution fournie par la méthode de Tartaglia-Cardan est

V/18+ 26 + /18— 26i

Bien que I'on puisse établir que cette expression vaut aussi 6, Stevin
estime que I'on perd son temps en manipulant des expressions dépour-
vues de sens. Lui n'a pas de temps a perdre et « ceux ausquels plairont
tels exemples, il en pourront faire a leur plaisir »;

2. contrairement a Nufiez, ce deuxiéme cas ne lui pose pas de pro-
bleme;

3. c’est dans ce cas qui contient aussi le casus irreductibilis que Ste-
vin calcule un diviseur commun a deux polynémes :

De D’origine de cette troisiesme difference A fin de de-
clairer premierement en general ceste origine, faut savoir,
que nous tachons d’ajouter a chaque partie des égales
parties donnees, un mesme nombre, tel, qu’alors divisée
chaque partie par quelque commun diviseur, que les quo-
tiens soient| 2] egale a[1][0], desquels la valuer de 1] 1], sera
notoire par le 68 probleme,...

Stevin cherche donc un nombyéel quex® +y etax— b-+y aient un
diviseur commun de degré positif &n

Sa démarche, détaillée sur I'équatioh= 7x — 6 de telle fagon que
I'on comprenne qu'il s’agit d’'un raisonnement général, est alors la
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suivante [LO, p. 626] : un diviseur commun de degré positif>edoit
étre du premier degré en

Il en cherche un de la formet p et exprime que ce dernier polyndme
divise chaque membre. Le reste de la division euclidienne’dey
parx-+ p esty— p, donc on doit avoiy = p°. Le reste de la division
deax+y— b parx+ p esty—b—ap, donc on doit avoiy = b+ ap.
Finalement pour gqu'il existg, il doit exister p tel que @). Stevin a
donc retrouvéa regola messa dal Cardane

Remarque. 1. Si Stevin avait appliqué son algorithme @woblé-
me LI, il aurait effectué la division euclidienne dé+y par ax—
b+y:

Xty = (ax—b+y)<)§ - ya;zb + (y;3b)2) + <y— (%)3

et pour que le reste soit nul, il faut que

3
_(y=b
v=(%37) ©)
Sil'on posep = (y—b)/a, alorsap+b =y = p3, et 'on retrouve §).
Ce seul exemple laisse prévoir que I'application de I'algorithme du
pgcd conduit d’'une part a des calculs pénibles et d’autre part que la
condition a laquelle conduiront ces calculs a peu de chance d’étre plus

simple a traiter que I'équation initiale. On peut conjecturer, mais sans
preuves, que Stevin a fait ces constats.

2. En écrivant §), on a éliminéx entre les polynémes® +y etax—
b-+y. Mais ce n'est pas ce qu’a fait Stevin.

Pour résoudre I'équatior2), la regola messa dal Cardarggoute une
variable p et trouve une condition sua,b et p pour quex® + p° et
ax-+ b+ p2 aient un diviseur commun de degré positifxerPour re-
trouver cettaegola Stevin ajoute une variableet trouve une condi-
tion pour quec +y etax+ b+ y aient un diviseur commun de degré
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positif enx. Cette condition fait intervenir une nouvelle varialge

Il n'a pas éliminé au sens classique du terynentre les deux poly-
ndémes, mais il a trouvé, comme d’ailleurs au moins Nugazayant
explicitement cherché, une condition ne faisant pas intervenir x pour
gue les polynémes aient un diviseur commun

3. Nufez et Stevin sont d’autant loin de I'élimination classique que
leurs ceuvres ne semble pas contenir de trace du faik-gaelivise le
polynémef si et seulement gi(a) = 0. Maissi I'on sait cela, alors+
pdivise respectivemem(x) +Yy etB(x) +y si et seulement $\(—p) +
y=0 etB(—p) +y=0. DoncA(x) +Yy et B(x) +y ont un diviseur
commun de la formex+ p si et seulement sSh(—p) = B(—p). On
rencontre ce type d’expression chez Stevif), pp. 642 et suivantes]
dans le paragraphe suivant Btobléme LXX

Des solutions que I'on peut faire par sur les precedens
problems.
Stevin y justifie des solutions négatives d’équations. Sa conclusion,
telle qu’elle apparait dans tous les exemples traités, semble étre la
suivante : soitA(x) = B(x) une équation (a coefficients positifs). Si
I'équation A(—x) = B(—x) posséde une solution positigealors—s
est une solution acceptable Agx) = B(x).
Ce rapprochement ne prouve bien s(r rien, d’autres sont probablement
tout aussi frappants, mais on peut tout de méme I'énoncer.

2.4 Appendice sur la troisieme différence
(@ =ax—h)
Stevin y étudie donc I'équation

XX =7x—6 (6)
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et prouve [0, p. 626] qu'il suffit de trouvep tel que
p’—6=7p (7

pour ramener®) a une équation du second degré. Mais alors sa dé-
marche est surprenante : pour résoudre I'équatiop @, il dit (tou-

jours [L0], p. 626) qu’elle est la®question du probleme 81 ou I'on 'y
prouve que la solution est 3. Stevin ajoute alors 27 aux deux membres
de (), divise les deux nouveaux membres par3 et obtient I'équa-

tion x> — 3x+ 9 = 7 qui admet 2 comme solution. Mais en renvoyant
ala & question du probleme 81, Stevin semble se moquer du monde :
la Question IXdu Probléme LXXX[10, p. 692] est bien celle de ré-
soudre I'équation® — 6 = 7x, Stevin transforme cette derniére équa-
tion enx® = 7x+ 6 qu'il résout comme ceci : « Et par le 69 probleme
1[1]vaudra 3 ». Il a donc renvoyé au premier cas, et 'équation est jus-
tement uncasus irreductibilisdont il refuse la formule de Tartaglia-
Cardan.

3 Je remercie Monsieur Jean Luc Verley pour m’avoir fourni les
passages nécessaires du Libro de Algebra (pour ce texte écrit en sep-
tembre 1997), Diane de Wouters pour son aide a la traduction de ces
passages, avant que Monsieur Christophe Hecque et Mesdemoiselles
Virginie Jost et Virginie Matagne procedent a leurs traductiéhsef

Lyane Bouchez pour le soin habituel avec lequel elle a dactylographié
et présenté ce texte.

Références

[1] R. BoMBELLI, L'Algebra (1¢ éd. Bologne 1572), Feltrimelli, Mi-
lan, 1966.

11



2]

[3]

[4]

[9]

H. BOSMANS, Sur le « Libro de algebra » de Pedro Nufiez, Biblio-
theca Mathematica,*3érie, t. 8, Leipzig 1907-1908, pp. 154—
1609.

H. BosMANSS.J., L'Algébre de Pedro Nufiez, An. Sc. Acad. Pol.
Porto, vol. 3, 1908, pp. 222-271.

H. BOosSMANS, Remarques sur I'« Arithmétique » de Simon Stevin
(suite), Mathesis, 1922, pp. 275-281.

C. HucQuE, L'algébre de Pedro Nunez et le plus grand commun
diviseur des polyndmes, Mémoire de licence, Université de Mons-
Hainaut, 1998.

P. NUNEz, Libro de algebra en arithmetica y geometria, ed. J.
Steelsius, Anvers, 1567.

P. NUNEZz, Obras, vol. VI, Libro de Algebra en arithemtica y geo-
metria, Academia des Ciencias de Lisboa, 1947.

P. NUNEZ (1502-1578), His Lost Algebra and other Discoveries,
Edited and Translated by John R. C. Martyn, Peter Lang (Ameri-
can University studies), 1996.

S. STEVIN, L'Arithmétique, ed. Plantin, Leyde, 1585.

[10] The principal works of Simon Stevin, vol.ll b (vol. Il ed. by D. J.

Struik), Amsterdam, C. V. Swets & Zeitlinger, 1958.

[11] J. P. TicNoOL, Galoi's theory of algebrics equations, New York,

Logman, 1988.

12



Prépublications récentes

[1] Maurice Boffa’s 60th Birthday Workshpplarch 23, 2000.

[2] Catherine FNET, Perturbed minimization principles in partially
ordered Banach spacgdune 29, 2000.

[3] Arnaud MAES, Corinne ERF, A family of brunnian links based
on Edwards’ construction of Venn diagrandsily 15, 2000.

[4] Catherine FNET & Lucas QUARTA & Christophe TROESTLER
A new notion of lower semi-continuity and applications to vector op-
timization January 19, 2000.

[5] Gilles GoDEFROY, Montons les degré8 mars 2001.

[6] Paul vAN PRAAG, Quaternions as reflexive skew figl@2 mars
2001.

[7] Maurice BoFFa, Théorie des ensembles et dualit& avril 2001.

Les prépublications delhstitut de Mathématique et d’'Informatique
sont consultables et téléchargeables sur le site wi&h:7// www.
umh.ac.be/math/preprints/ . Si vous désirez recevoir des
copies papier, veuillez écrire a I'adresse suivante :

Institut de Mathématique et d’Informatique
Université de Mons-Hainaut
« Le Pentagone », 6 av. du champ de Mars
7000 Mons, Belgique


http://www.umh.ac.be/math/preprints/
http://www.umh.ac.be/math/preprints/

	Le pgcd des polynômes : Nuñez et Stevin
	Introduction
	<< Petrus Nonius au commencement de la troisième partie de son Algèbre >>
	En conclusion

	Le pgcd des polynômes, Simon Stevin, et la résolution des équations
	Les applications par Stevin de son algorithme
	Mais dans sa présentation de la théorie des équations du troisième degré, Stevin calcule le p.g.c.d. de deux polynômes, sans appliquer son algorithme
	Appendice sur la troisième différence (x3 = ax - b)


