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1 Introduction  SoientU /k une courbe affine et lisse sur un corps
parfait de caraéristiquep > 0, X /k une compactification lisse déet

f :V — U un morphisme propre et lisse. En utilisant unéngtde sur-
convergence dont I'ige initiale revien& de Jong (cf. [9]) et grce aux
résultats (locaux) de Kedlaya [13], nous montrons que les images di-
rectes suprieuresR f, &4, sont surconvergentesefgondant ainsi dans

le cas d’'une courbe affine et lisdeune conjecture de [3]). En parti-
culier, leurs groupes de cohomologie sont de dimension finie et veri-
fient la dualie de Poincd. Enfin, nous montrons que leihreme de
monodromiep-adique local de [1], [14] et [17] permet déduire que
tout F-isocristal surconvergent sl provient apés uneéventuelle
extension finieetale d'unF-log-isocristal.

Nous remercions Kiran Kedlaya pour nous avoir inédiqgomment
obtenir des @sultats de descente de modules via ses lemmes de fac-
torisations de matrices.

2 Notations  Soitk un corps parfait de caragistiquep. On noteV
I'anneau des vecteurs de Witt 824’ une extension finie d&/ etKq
(respectivemerK) le corps des fractions d& (resp.£’). On suppose
le corpsK muni d’'un Frobeniug relevant le Frobenius canonique de
Ko. Pour une indtermireex, on notera :

Si=Ok[M] ®@e K

o = {i;aix' ‘a; €K, |ag|p' = 0(i — ), forany 0< p < 1}
(o gt a ek 00
A = {ae %”‘ |aj|r' — 0 (i — —o0) pour un certain G r < 1}
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—00

LRy i
&= {a:_zma,-x ‘a,- €K, siUQa;| < oo, i;a;x eji”}
&t = {aeé" ‘ i;}aixi ejfT}

& (resp.&T) est un corps de valuation digte complet (resp. un corps
de valuation dis@&te henélien) de corpsésiduek((x)). ## (resp.&)
est filtlement plat sug#’ (resp.&™) eton a:

HCE et HT=TNnw.

NotonsR I'un des anneaux definis ci-dessus ou endgig si I'on
veut preciser la variable et le corps des coefficients. Afbest muni
d’une &-dérivation (cf [21]) :

d:R— ar:= R.%.

X

Nous fixons sur le corpé un endomorphisme Frobenias dit canon-
ique, induisant un Frobenius sBet donc aussi un Frobenius sufet
&7, egalement néto (un tel Frobenius existe : on peut prendre le mor-
phisme qui agit sur les coefficients par le FrobeniukKdg qui envoie
la variablex surxP). Toute extensioh((y))/k((x)) finie parable, in-
duit une extension finie non-raméé &y, /&y k, ou L est 'unique ex-
tension non-ramiéie deK de corps @siduell. Les ofrateurs Frobe-
nius et eérivation surx s'étendent donc naturellemen] . Siy = x,
le Frobenius prolongeant celui dk induit un Frobenius sur les autres
anneaux. Sinon, ce n'est pas le cas. On péanhmoins munigy, de
son Frobenius canonique. Rappelons ([21]) qu'@nC)-module sur
R consiste en la dor@e d’'unR-module libre de rang finMg muni
d’une connexiorv-linéaire :

O0: Mg — Mpr® or



telle quel(am) = da® m+ all(m) pour touta € R et toutm € Mg.
Le module est d’autre part muni d’'un endomorphisménéaire :

(O MR — MR
tel quep(Mgr) engendréVir et :
Op = (c@e)0 (1)

Quitte a choisir une base= (ey,...,e ) deMg, on peut associex [
(resp.a @) une matriceC € . (R) (resp.A € GL(R)) et la relation
(1) est alorquivalente :

§(A)+CA= §(c(x))/5(X)Ac(C), 2
ou § = x.(%).

3 SoitX/k une courbe affine et lissg,un point ferné deX etU =
Speddy = X \ x. Soit A/ une algbre lisse relevardy et notons
Ax = A®g, K. On note encorg le parangtre local de X en le point
x et Ky I'extension non ramiée deK de corps ésiduel le corp&(x).
Alors il existe d’apes [7], 3 une injectiody — Ag(X), avec

+o0 )
Ao(X) = {a: Z ax ‘ a € Ky, aconvergeant pour & |x| < 1}.
i>—00
On en @duit une injectiolAx — & := &k, Et ainsi, puisque qué
est complet, cette de@mie induit une injectiody — &. Notons%y
'anneau de Robba deéges convergeant sur une couromre|x| < 1
pour un certaim. On a par éfinition

gXT — %X ﬂ (gax.
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Alors d’apres [8], 7.3, on a une injection canonique de
Al = lim T (V, &) — im (VN x], 6v) = %,

ou la limite inductive est pris sur 'ensemble des voisinages stricts de
JU[ dans]X[. De cette marire on a en fait un ca&&rcommutatif :

AK — &
7 T
A — &

ou Al = &I NAk d'apres [6], 4.7.2. On peut munf etA! de Frobe-
nius et de @rivations tels que le c&rcommutatif pecgdent soit com-
patiblea ces oprateurs (voir par exemple [22], p. 414).

Rappelons enfin que la notion de, )-modules sui (resp.Aﬂ;)
correspona celle dg--isocristaux convergents (resp. surconvergents)
surU /K ([2], 2.5).

4 Soit une courbe liss® /k, X/k une compactification propre et
lisse deU etD = X\ U. Pour toutx € D, soit Xx un ouvert affine de
X tel queXxND = {x} etUy = X\ {x} = Spedy. On note comme
preccdemmenA/ ¢ un rekvement lisse dAg/k. SoitE unF-isocris-
tal convergent sud. Pour toutx € D, E|y, corresponda un (¢, )-
module surdk et on noteEy, le (¢, 0)-module surs obtenu par ex-
tension des scalaires. Nous nous proposonsédeodtrer le esultat
suivant :

Théoreme 1. Si pour tout xc D, E; descend (comm(gp, [J)-module)
a &l alors E est surconvergent.

Définition 2. Sous les hypotses et notations du &beme, nous
dirons queE est unipotent e si le (¢,0)-moduleE] sur & est
unipotent erx apres tensorisation pa#y.
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Avant de donner la@&mnonstration de ceesultat nous en donnons un
corollaire :

Corollaire 3. Soient k un corps parfait de caradetstique p, Uk une
courbe affine et lisse et:V — U un morphisme propre et lisse. Sup-
posons que K soit d'indice de ramification<ep — 1. Alors les F-
isocristaux convergents' R4, sk de [19] sont surconvergents.

Démonstration.Nous avons un morphisme de topos

ferys: (V/ﬁK)crySﬁ (U/ﬁK)crys

et via I'équivalence de cagories entre leB-isocristaux convergents
surU /K et lesF-cristaux eé&finisa isogenie pes (voir [2], 2.4), 'iso-
cristal R 0y corresponda R feris . Oy 4, . SOit X une compactifi-
cation lisse d& et pour toutk € D = X \U. En utilisant le tikoeme de
changement de base cristallin [5], 7.2 asé@ai diagramme cdsien

Vy — V

! !
SpecFratdy,) — U

nous en @duisons leF-cristal Ex = R fy . 6y, (a isognie pes) sur
Fraqﬁ}@x) qui correspond d’ag@s [4], 1 au(¢,)-module suré
déeduit du(<pA, [)-module surAk assock a R f.0v x par I'extension
de scalaire®\« C &. On doit alors montrer que ce dernier descand
&% pour toutx € D ce qui Esulte de [13], 6.1 et le dorme permet
alors de conclure. En faite, nous ne doutons pas questatat puisse
s'étendrea K plus ¢eréral quittea developper la thorie convergente
sur des bases formellement de type firheemplacer le thoreme de
changement de base cristallin par son analogue convergent. [J
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Nous commencgons pagéthontrer le @sultat suivant, plus faible que
le thtoreme péaadent. Nous conservons les notationgide

Proposition 4. Si pour tout xc D, Ex descend &, (C &x) en tant que
(e, 0)-module, la connexioktanta pbles logarithmiques le long de
x =0, alors E s&tenda un F-isocristal sur X muni de la log-structure
induite par le diviseur X U. En particulier, E est surconvergent.

Démonstration.Consicerons le diagramme commutatif

Uy — )

7 7
W, = SpecFratfx x) — Dx= Spedxx

On aﬁxx ~ K(x)[[x]]. On munitDyx de la log-structure induite par
I'id @al maximalx) et on noteD¥, le log-scléma ainsi éfini. Avec ces
notations, leg¢,1)-modules suS, a poles logarithmiques le long
dex correspondent auk-cristaux suD¥ définis a isogenie p&s. On
noteégalemenk, le log-sciemaXy muni de la log-structure induite
par le pointx. Par hypotRse,Ex provient d'unF-(iso)cristal surD¥
noté Epy, pour toutx € D tel queE|w, ~ Ep¢|w,. En terme de ¢, [)-
modules, ceci revierd dire qu'il existe un(¢, UJ)-moduleEp; sur,
tel que

EDQ ®SK>< & ~ By~ E|UX ®AK Ex-

D’aprés [11], 4.4.1 cette derdie condition permet de recoller la don-
née duF-isocristalE|y, surUy et duF-cristal suD¥ en unF-isocristal
09 surx tel queE|y, ~ E|y, et E>'(°g|D§ ~ Epy. Si X« = Spedy et

B/W est un rekvement lisse dBy/k, on a d’apés [21], 6.1.1
I§K :AKQSKX %AKﬂéoXT:AL <—>AK
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Comme le(¢, 0)-module surdx induit parE|y, descend Bk, il de-
scend en particuliea A\ et cefinit ainsi unF-isocristal E; sur Uy
surconvergent le long de pour toutx € D. On \érifie enfin que la
famille d'isocristaux(E; )xep (resp.(E, Ei%)yep) se recolle en uff-
isocristal surconvergert surU (resp. en urF-isocristalE'9 sur X
muni de la log-structure induite p&), puisque sur chaque intersec-
tion Ux MUy, la restriction deE;| etE} (resp.E>? etE9) a cet ouvert
n'est autre que la restriction de 'isocristal convergemU, NU,,. On
remarque enfin que par constructi@,n’est autre que I'image par le
foncteur de [15] diF -log-isocristalE'9. O

Nous auronggalement besoin du lemme suivant :

Lemme 5. On consi@re le diagramme commutatif

Y
T T
S — &

Soit Mg+ un (¢, d)-module sug’™. On note M, le (¢, 0)-module sur
Z obtenu par extension des scalaires. Alorg:Miescenda S si et
seulement si M descend <7 .

Démonstration.Soit M, un (¢,0)-module sure’ tel queM, ®
Z ~ My. Commes/ est un anneau de BezoM,, est une’-module
libre de rang fini. Consierons une base= (a,...,an) deM,, sur.e/
et une base = (ey,...,e,) deMg+. SoitP une matricex coefficients
dansZ telle quee = aP. Alors par [12], 4.2.4, il existe une matriée
a coefficients dans7 et une matricd> a coefficients dan&' telles
que P = PP, et P, est inversible sury. CommeP est inversible,
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detP; # 0 etP, est inversible su#. Soit f =aP, = eFZT1 etMsun$S
module libre engendrparf. PuisqueMs®s&t = Mgt etMs®s.o7 =
M./, Ms a une structure d@p, [1)-module suiScompatible avec celle
deMgt etM,y. O

Remarqué. Le lemme pecadent montre que &' est unF-isocristal
unipotent sutJ, en tout pointx € X \ U, le (¢, 0)-moduleE] sur &
admet un éseau suk,. Ainsi, ET est I'image par la construction
[15] d’'un F-isocristal surX* d’apres la preuve de la proposition 1.
Réciproguement, il est clair que I'image du foncteur de [15] restreint
aux F-log-cristaux non-é@geréres cfinis a isogenie pes est dans la
cakégorie de$--isocristaux surconvergents unipotents. Autrement dit,
nous avons @monté que l'image essentielle du fonctewfihi dans
[15], qui associé toutF-(iso)cristal suX*/K un F-isocristal surcon-
vergent sutJ consiste en leB-isocristaux surconvergents unipotents.

5 Nous cmontronsa pesent le ttoemel. Sous I'hypotlése du
theorme, il existe ur{e, 0)-moduleE] sur& tel queE] ® & ~ Eq.
D’aprés [1] (ou encore [14],[17]), son extensiaanneau de Robba
est quasi-unipotente. Il existe alors d'apf21], 6.1.6, un morphisme
fini Y — X etun ouvert non-vid¥ deU tels quefy : f~1(V) — V soit
étale etfy; (E) soit unipotent (au sens de l&fthition de (c)) en chaque
point dey € Y \ f~1(V) au-dessus d& € X \ V. Un argument @ a
N. Katz (voir la remarque 6.1.7 de [21]) nous permet de dire que sile
nombre de points@pnetriques deX \ U est plus grand que 1, on peut
choisirV = U et se ramene&d montrer la surconvergence Bedans
le cas @l celui-ci est unipotent gce au ttoeme de descente finie
étale de [10]. Remarquons que I'extensiéin= &, /& (ou Ly est
I'extension non-ramiée deKy de corps esiduel le corpsésiduel de
Frac(é’v,y)) est non-ramifte mais que I'extension du Frobeniusde
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ady peut ne pas induire de Frobenius Syr, car le pararatre local en

y sera en gréral un polyidme en le paragtre local erx. Cependant,
on peut gacea [21], 3.4.10, se ramener aux hypesles de (a), quitie
changer le Frobenius d§. Le (¢, 0)-module sur 'anneau de Robba
induit parEyT admet d'apes [21], 4.2.1 (2) unéseau su§, et donc
également ungseau sur%,. On ceduit alors du lemme qug| admet
un reseau sug, |, et I'assertion ésulte alors de la propositigh

Supposons present queX \ U est eduita un point. Si la courb&

est de genre strictement positif, alors il existe un recouvrement (non-
trivial) fini étale deX ce qui permet de nous ramener au ca&guent.
Sinon il existe un recouvrement fi’ — X, étale au-dessus dé

tel queX’ soit de genre strictement positif : en effet, cosahs un
recouvrement de type Artin-Schreigt —u = T" tel quep ne divise
pasn. Alors, d'apes la formule de Hurwitz (voir par exemple [18]

p. 187), nous avons uréguation

2—29x =2p—(p—1)(n+1)

ou gy est le genre d&X'. Il suffit alors de choisin assez grand pour
VOIr quegy est non nul et nous sommes ainsi ragnan cas feedent.

Dans le cas particulier ol = Spedk|x~1], le theome revient au
résultat suivant qui etait conjecéupar [9].

Proposition 7. Soit My, un (¢,0)-module sut#k. On note M le
(¢,0)-module suisk obtenu par extension des scalaires. AlorgM
descendy 7 si et seulement si Ml descendh &,

Nous en donnons une autre preuve qui permet de mieux compren-
dre ce qui se passe au niveau des modules sur les anneaériede s

formelles.

10



Démonstration.Soient
Ac={3 ax |a ek lal—0(i— +e)},
Al = {zaixi ‘ a €K, |a|r'l — 0 pour un certaim > 1}.

Avec ces notations, on a un cacommutatif :

,%’k — AK
T T
A = A

Nous montrons tout d’abord que M- descenda &' alors Mz, =
M, ®_» Ak, correspondant ak-isocristal convergent sy, induit
parM ., est surconvergent, i.e. desce‘mﬁ. Il'est clair queMz, @4,
& =Mg descenché"g. On remarque alors que l'inclusion compes

Ik C AK C &1 K
X?
coincide avec la composition
N
S CEy\ Ty
T

si bien queMz, 4, &1 descend au-dessus dgK en le (¢,0)-
module M; ®4, éfK. Autrement dit leF-isocristal surGy, induit

par M4 vérifie Ieghypotbses du tkoeme et I'on @montre de la
méme margre (nous sommes dans le casX\U a deux points
fermés!) que celui-ci est surconvergent. Ainsi, il existe (yn[)-
module surl\/IA& tel queMAfT< ®Alf< Ak ~ My @4 Ak comme(o, 0)-

modules. Commé\L est un anneau principal (voir par exemple [16],
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8.6), M, est unAf-module libre de rang fini. Consitions une base
a=(a,...,an) deMA& surA;r( et une base = (ey,...,en) de M 4
sur .#. Soit P une matricea coefficients danéy telle gquea = eP.
Alors par [12], 4.1.3 il existe une matrice inversilies GLn(K[x, 1])
telle quePQ soit a coefficients entiers et telle qieQ— 1| < 1. Par
[12], 4.1.1, il existe une matricBy a coefficients dans#i et une
matrice P, a coefficients dan§g telles quePQ = PP, etP, = 1+
zi>0Aix*i ou A € 0k. (Nous regardong comme)—l( dans le lemme
de [12], 4.1.1.) Alors dd®? est invertible dans#k et ainsiP;, est
invertible sur.#. D'autre part,QP; * est invertible surg!, car le
déterminant est non nul. Congitbns alorsf = aP, = eQR* et soit
M, le ! -module libre engendrparf. CommeM .+ ® 1 & =

t_
Mgg et Mij’r ®%;<TAK = MA&' MijT a une structure dép, [1)-module

sur%’j(T compatible avec celle dmgKT etM O

A‘L .
Pour finir, le tteoemel a pour corollaire le@sultat suivant qui j@cise
le resultat conject@rpar Crew dans [8] :

Corollaire 8. Nous conservons les hypéges et notations du &b-
réme. Si B est un F-isocristal surconvergent sur U alors il existe un
recouvrement finit : X’ — X etétale Galois de groupe G au-dessus
deU (i.e.U:=n1(U) — U estfiniétale) tel quer*E' s’étendent en
un F-isocristal E sur X' muni de la log-structure induite par’XU’.
Notons X* le log-scléma ainsi @fini. On a alors

Hliig (U/K7 ET) = (H(i:rys(xl#/wa E/) ® K)G'
Démonstration.Nous avons monérdans la preuve dugoemel que
[21], 6.1.7 reste valable sans supposer le nombre de paotsedri-

ques dansX \ U sugerieura 1. Ainsi, le tleoeme de monodromie
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p-adique local de [1] (ou [14], [17] ) implique que lisocristal de-
vient unipotent agrs une eventuelle extension firdtale. Le fait que
l'isocristal se prolonge en un log-cristésulte alors de la proposition
4. L'assertion sur leur cohomologie respectigsulte imnédiatement
de [20], 4.7. O
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