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1 Introduction SoientU/k une courbe affine et lisse sur un corps
parfait de caractéristiquep> 0,X/k une compactification lisse deU et
f : V →U un morphisme propre et lisse. En utilisant un critère de sur-
convergence dont l’id́ee initiale revient̀a de Jong (cf. [9]) et grâce aux
résultats (locaux) de Kedlaya [13], nous montrons que les images di-
rectes suṕerieuresRi f∗OV sont surconvergentes (répondant ainsi dans
le cas d’une courbe affine et lisseà une conjecture de [3]). En parti-
culier, leurs groupes de cohomologie sont de dimension finie et veri-
fient la dualit́e de Poincaŕe. Enfin, nous montrons que le théor̀eme de
monodromiep-adique local de [1], [14] et [17] permet de déduire que
tout F-isocristal surconvergent surU provient apr̀es uneéventuelle
extension finiéetale d’unF-log-isocristal.

Nous remercions Kiran Kedlaya pour nous avoir indiqué comment
obtenir des ŕesultats de descente de modules via ses lemmes de fac-
torisations de matrices.

2 Notations Soitk un corps parfait de caractéristiquep. On noteW
l’anneau des vecteurs de Witt dek, O une extension finie deW et K0

(respectivementK) le corps des fractions deW (resp.O). On suppose
le corpsK muni d’un Frobeniusσ relevant le Frobenius canonique de
K0. Pour une ind́etermińeex, on notera :

S:= OK [[x]]⊗OK K

A :=
{ ∞

∑
i=0

aix
i
∣∣∣ ai ∈ K, |ai |ρ i → 0 (i → ∞), for any 0< ρ < 1

}
H =

{
a =

−∞

∑
i=0

aix
i
∣∣∣ ai ∈ K, |ai | → 0 (i →−∞)

}
H † =

{
a∈H

∣∣∣ |ai |r i → 0 (i →−∞) pour un certain 0< r < 1
}
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E =
{

a =
+∞

∑
−∞

aix
i
∣∣∣ ai ∈ K, sup

i
|ai |< ∞,

−∞

∑
i=0

aix
i ∈H

}
E † =

{
a∈ E

∣∣∣ −∞

∑
i=0

aix
i ∈H †

}
E (resp.E †) est un corps de valuation discrète complet (resp. un corps
de valuation discr̂ete henśelien) de corps ŕesiduelk((x)). H (resp.E )
est fid̀element plat surH † (resp.E †) et on a :

H ⊂ E et H † = E †∩H .

NotonsR l’un des anneaux definis ci-dessus ou encoreRx,K si l’on
veut preciser la variable et le corps des coefficients. AlorsR est muni
d’uneO-dérivation (cf [21]) :

d : R→ ωR := R.
dx
x

.

Nous fixons sur le corpsE un endomorphisme Frobeniusσ , dit canon-
ique, induisant un Frobenius surSet donc aussi un Frobenius surA et
E †, également notéσ (un tel Frobenius existe : on peut prendre le mor-
phisme qui agit sur les coefficients par le Frobenius deK et qui envoie
la variablex surxp). Toute extensionl((y))/k((x)) finie śeparable, in-
duit une extension finie non-ramifiéeEy,L/Ex,K , où L est l’unique ex-
tension non-ramifíee deK de corps ŕesiduell . Les oṕerateurs Frobe-
nius et d́erivation surEK s’étendent donc naturellementàEL. Si y = x,
le Frobenius prolongeant celui deEK induit un Frobenius sur les autres
anneaux. Sinon, ce n’est pas le cas. On peut néanmoins munirEy,L de
son Frobenius canonique. Rappelons ([21]) qu’un(ϕ,∇)-module sur
R consiste en la donnée d’unR-module libre de rang finiMR muni
d’une connexionO-linéaire :

∇ : MR→MR⊗ωR
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telle que∇(am) = da⊗m+ a∇(m) pour touta ∈ R et toutm∈ MR.
Le module est d’autre part muni d’un endomorphismeσ -linéaire :

ϕ : MR→MR

tel queϕ(MR) engendreMR et :

∇ϕ = (σ ⊗ϕ)∇ (1)

Quitteà choisir une basee= (e1, . . . ,er) deMR, on peut associer̀a ∇
(resp.à ϕ) une matriceC ∈ Mr(R) (resp.A∈ GLr(R)) et la relation
(1) est alorśequivalentèa :

δ (A)+CA= δ (σ(x))/σ(x)Aσ(C), (2)

où δ = x.(dx
x ).

3 Soit X/k une courbe affine et lisse,x un point ferḿe deX etU =
SpecA0 = X \ x. Soit A/OK une alg̀ebre lisse relevantA0 et notons
AK = A⊗OK K. On note encorex le param̀etre local de X en le point
x et Kx l’extension non ramifíee deK de corps ŕesiduel le corpsk(x).
Alors il existe d’apr̀es [7], 3 une injectionAK ↪→ A0(x), avec

A0(x) =
{

a =
+∞

∑
i>−∞

aix
i
∣∣∣ ai ∈ Kx, a convergeant pour 0< |x|< 1

}
.

On en d́eduit une injectionAK ↪→ Ex := Ex,Kx. Et ainsi, puisque queEx

est complet, cette dernière induit une injection̂AK ↪→ Ex. NotonsRx

l’anneau de Robba des séries convergeant sur une couronner < |x|< 1
pour un certainr. On a par d́efinition

E †
x = Rx∩Ex.
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Alors d’apr̀es [8], 7.3, on a une injection canonique de

A†
K = lim

V
Γ(V,OV)→ lim

V
Γ(V ∩ ]x[,OV) = Rx,

où la limite inductive est pris sur l’ensemble des voisinages stricts de
]U [ dans]X[. De cette manière on a en fait un carré commutatif :

ÂK ↪→ Ex

↑ ↑
A†

K ↪→ E †
x

où A†
K = E †

x ∩ ÂK d’apr̀es [6], 4.7.2. On peut munir̂AK etA†
K de Frobe-

nius et de d́erivations tels que le carré commutatif pŕećedent soit com-
patibleà ces oṕerateurs (voir par exemple [22], p. 414).

Rappelons enfin que la notion de(ϕ,∇)-modules surÂK (resp.A†
K)

correspond̀a celle deF-isocristaux convergents (resp. surconvergents)
surU/K ([2], 2.5).

4 Soit une courbe lisseU/k, X/k une compactification propre et
lisse deU et D = X \U . Pour toutx∈ D, soit Xx un ouvert affine de
X tel queXx∩D = {x} et Ux = Xx \ {x} = SpecA0. On note comme
préćedemmentA/O un rel̀evement lisse deA0/k. SoitE unF-isocris-
tal convergent surU . Pour toutx ∈ D, E|Ux correspond̀a un(ϕ,∇)-
module surÂK et on noteEx, le (ϕ,∇)-module surEx obtenu par ex-
tension des scalaires. Nous nous proposons de démontrer le ŕesultat
suivant :

Théorème 1. Si pour tout x∈D, Ex descend (comme(ϕ,∇)-module)
à E †

x , alors E est surconvergent.

Définition 2. Sous les hypoth̀eses et notations du théor̀eme, nous
dirons queE est unipotent enx si le (ϕ,∇)-moduleE†

x sur E †
x est

unipotent enx apr̀es tensorisation parRx.
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Avant de donner la d́emonstration de ce résultat nous en donnons un
corollaire :

Corollaire 3. Soient k un corps parfait de caractéristique p, U/k une
courbe affine et lisse et f: V →U un morphisme propre et lisse. Sup-
posons que K soit d’indice de ramification e≤ p− 1. Alors les F-
isocristaux convergents Ri f∗OV/K de [19] sont surconvergents.

Démonstration.Nous avons un morphisme de topos

fcrys : (V/OK)crys→ (U/OK)crys

et via l’équivalence de catégories entre lesF-isocristaux convergents
surU/K et lesF-cristaux d́efinisà isoǵenie pr̀es (voir [2], 2.4), l’iso-
cristalRi f∗OV/K correspond̀a Ri fcris,∗OV/OK

. Soit X une compactifi-
cation lisse deU et pour toutx∈D = X\U . En utilisant le th́eor̀eme de
changement de base cristallin [5], 7.2 associé au diagramme cartésien

Vx ↪→ V
↓ ↓

SpecFrac(ÔX,x) ↪→ U

nous en d́eduisons leF-cristal Ex = Ri fx,∗OVx (à isoǵenie pr̀es) sur
Frac(ÔX,x) qui correspond d’après [4], 1 au(ϕ,∇)-module surEx

déduit du(ϕ,∇)-module surÂK assocíe à Ri f∗OV/K par l’extension
de scalaireŝAK ⊂ Ex. On doit alors montrer que ce dernier descendà
E †

x pour toutx ∈ D ce qui ŕesulte de [13], 6.1 et le théor̀eme permet
alors de conclure. En faite, nous ne doutons pas que ce résultat puisse
s’étendrèa K plus ǵeńeral quitteà d́evelopper la th́eorie convergente
sur des bases formellement de type fini età remplacer le th́eor̀eme de
changement de base cristallin par son analogue convergent.

6



Nous commençons par démontrer le ŕesultat suivant, plus faible que
le théor̀eme pŕećedent. Nous conservons les notations de4.

Proposition 4. Si pour tout x∈D, Ex descend̀a SKx (⊂ Ex) en tant que
(ϕ,∇)-module, la connexiońetantà pôles logarithmiques le long de
x= 0, alors E s’́etendà un F-isocristal sur X muni de la log-structure
induite par le diviseur X\U. En particulier, E est surconvergent.

Démonstration.Consid́erons le diagramme commutatif

Ux ↪→ Xx

↑ ↑
Wx = SpecFrac(ÔX,x) ↪→ Dx = SpecÔX,x

On a ÔX,x ' k(x)[[x]]. On munit Dx de la log-structure induite par
l’id éal maximal(x) et on noteD#

x, le log-sch́ema ainsi d́efini. Avec ces
notations, les(ϕ,∇)-modules surSKx à p̂oles logarithmiques le long
dex correspondent auxF-cristaux surD#

x définis à isoǵenie pr̀es. On
noteégalementX#

x , le log-sch́emaXx muni de la log-structure induite
par le pointx. Par hypoth̀ese,Ex provient d’unF-(iso)cristal surD#

x

not́e ED#
x
, pour toutx∈ D tel queE|Wx ' ED#

x
|Wx. En terme de(ϕ,∇)-

modules, ceci revient̀a dire qu’il existe un(ϕ,∇)-moduleED#
x

surSKx

tel que

ED#
x
⊗SKx

Ex ' Ex ' E|Ux ⊗ÂK
Ex.

D’après [11], 4.4.1 cette dernière condition permet de recoller la don-
née duF-isocristalE|Ux surUx et duF-cristal surD#

x en unF-isocristal
Elog

x surX#
x tel queElog

x |Ux ' E|Ux etElog
x |D#

x
' ED#

x
. Si Xx = SpecB0 et

B/W est un rel̀evement lisse deB0/k, on a d’apr̀es [21], 6.1.1

B̂K = ÂK ∩SKx ↪→ ÂK ∩E †
x = A†

K ↪→ ÂK .
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Comme le(ϕ,∇)-module surÂK induit parE|Ux descend̀a B̂K , il de-
scend en particulier̀a A†

K et d́efinit ainsi unF-isocristalE†
x sur Ux

surconvergent le long dex, pour toutx ∈ D. On v́erifie enfin que la
famille d’isocristaux(E†

x )x∈D (resp.(E,Elog
x )x∈D) se recolle en unF-

isocristal surconvergentE† surU (resp. en unF-isocristalElog surX
muni de la log-structure induite parD), puisque sur chaque intersec-
tionUx∩Ux′ , la restriction deE†

x etE†
x′ (resp.Elog

x etElog
x′ ) à cet ouvert

n’est autre que la restriction de l’isocristal convergentE àUx∩Ux′ . On
remarque enfin que par construction,E† n’est autre que l’image par le
foncteur de [15] duF-log-isocristalElog.

Nous auronśegalement besoin du lemme suivant :

Lemme 5. On consid̀ere le diagramme commutatif

E † ↪→ R
↑ ↑
S ↪→ A

Soit ME † un (ϕ,∇)-module surE †. On note MR le (ϕ,∇)-module sur
R obtenu par extension des scalaires. Alors ME † descend̀a S si et
seulement si MR descend̀a A .

Démonstration.Soit MA un (ϕ,∇)-module surA tel queMA ⊗A

R 'MR . CommeA est un anneau de Bezout,MA est unA -module
libre de rang fini. Consid́erons une basea= (a1, . . . ,an) deMA surA
et une basee= (e1, . . . ,en) deME †. Soit P une matricèa coefficients
dansR telle quee= aP. Alors par [12], 4.2.4, il existe une matriceP1

à coefficients dansA et une matriceP2 à coefficients dansE † telles
que P = P1P2 et P1 est inversible surA . CommeP est inversible,
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detP2 6= 0 etP2 est inversible surE †. Soit f = aP1 = eP−1
2 etMS unS-

module libre engendré par f . PuisqueMS⊗SE † = ME † etMS⊗SA =
MA , MS a une structure de(ϕ,∇)-module surScompatible avec celle
deME † etMA .

Remarque6. Le lemme pŕećedent montre que siE† est unF-isocristal
unipotent surU , en tout pointx∈ X \U , le (ϕ,∇)-moduleE†

x surE †
x

admet un ŕeseau surSx,Kx. Ainsi, E† est l’image par la construction
[15] d’un F-isocristal surX# d’apr̀es la preuve de la proposition 1.
Réciproquement, il est clair que l’image du foncteur de [15] restreint
aux F-log-cristaux non-d́eǵeńeŕes d́efinis à isoǵenie pr̀es est dans la
cat́egorie desF-isocristaux surconvergents unipotents. Autrement dit,
nous avons d́emontŕe que l’image essentielle du foncteur défini dans
[15], qui associèa toutF-(iso)cristal surX#/K un F-isocristal surcon-
vergent surU consiste en lesF-isocristaux surconvergents unipotents.

5 Nous d́emontrons̀a pŕesent le th́eor̀eme1. Sous l’hypoth̀ese du
théor̀eme, il existe un(ϕ,∇)-moduleE†

x surE †
x tel queE†

x ⊗Ex ' Ex.
D’après [1] (ou encore [14],[17]), son extensionà l’anneau de Robba
est quasi-unipotente. Il existe alors d’après [21], 6.1.6, un morphisme
fini Y→X et un ouvert non-videV deU tels quefV : f−1(V)→V soit
étale etf ∗V(E) soit unipotent (au sens de la définition de (c)) en chaque
point dey ∈ Y \ f−1(V) au-dessus dex ∈ X \V. Un argument d̂u à
N. Katz (voir la remarque 6.1.7 de [21]) nous permet de dire que si le
nombre de points ǵeoḿetriques deX \U est plus grand que 1, on peut
choisirV = U et se ramener̀a montrer la surconvergence deE dans
le cas òu celui-ci est unipotent grâce au th́eor̀eme de descente finie
étale de [10]. Remarquons que l’extensionEy := Ey,Ly/Ex (où Ly est
l’extension non-ramifíee deKx de corps ŕesiduel le corps résiduel de
Frac(ÔY,y)) est non-ramifíee mais que l’extension du Frobenius deEx
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àEy peut ne pas induire de Frobenius surSy,Ly car le param̀etre local en
y sera en ǵeńeral un polyn̂ome en le param̀etre local enx. Cependant,
on peut gr̂aceà [21], 3.4.10, se ramener aux hypothèses de (a), quittèa
changer le Frobenius deEy. Le (ϕ,∇)-module sur l’anneau de Robba
induit parE†

y admet d’apr̀es [21], 4.2.1 (2) un ŕeseau surSy,Ly et donc
également un réseau surAy. On d́eduit alors du lemme queE†

y admet
un ŕeseau surSy,Ly et l’assertion ŕesulte alors de la proposition4.

Supposons̀a pŕesent queX \U est ŕeduit à un point. Si la courbeX
est de genre strictement positif, alors il existe un recouvrement (non-
trivial) fini étale deX ce qui permet de nous ramener au cas préćedent.
Sinon il existe un recouvrement finiX′ → X, étale au-dessus deU
tel queX′ soit de genre strictement positif : en effet, considérons un
recouvrement de type Artin-Schreierup−u = Tn tel quep ne divise
pasn. Alors, d’apr̀es la formule de Hurwitz (voir par exemple [18]
p. 187), nous avons uneéquation

2−2gX′ = 2p− (p−1)(n+1)

où gX′ est le genre deX′. Il suffit alors de choisirn assez grand pour
voir quegX′ est non nul et nous sommes ainsi ramené au cas pŕećedent.

Dans le cas particulier ouU = Speck[x−1], le th́eor̀eme revient au
résultat suivant qui etait conjecturé par [9].

Proposition 7. Soit MHK un (ϕ,∇)-module surHK . On note MEK le
(ϕ,∇)-module surEK obtenu par extension des scalaires. Alors MHK

descend̀a H †
K si et seulement si MEK descend̀a E †

K .

Nous en donnons une autre preuve qui permet de mieux compren-
dre ce qui se passe au niveau des modules sur les anneaux de séries
formelles.
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Démonstration.Soient

ÂK =
{ ∞

∑
−∞

aix
i
∣∣∣ ai ∈ K, |ai | → 0 (i →±∞)

}
,

A†
K =

{ ∞

∑
−∞

aix
i
∣∣∣ ai ∈ K, |ai |r |i|→ 0 pour un certainr > 1

}
.

Avec ces notations, on a un carré commutatif :

HK ↪→ ÂK

↑ ↑
H †

K ↪→ A†
K

Nous montrons tout d’abord que siME descend̀a E † alorsMÂK
:=

MH ⊗H ÂK , correspondant auF-isocristal convergent surGm induit
parMH , est surconvergent, i.e. descendàA†

K . Il est clair queMÂK
⊗ÂK

E = ME descend̀aE †
K . On remarque alors que l’inclusion composée :

HK ⊂ ÂK ⊂ E 1
x ,K

cöıncide avec la composition

HK ⊂ E †
1
x ,K

⊂ E 1
x ,K

si bien queMÂK
⊗ÂK

E 1
x ,K descend au-dessus deE †

1
x ,K

en le (ϕ,∇)-

moduleMÂK
⊗ÂK

E †
1
x ,K

. Autrement dit leF-isocristal surGm induit

par MHK vérifie les hypoth̀eses du th́eor̀eme et l’on d́emontre de la
même manìere (nous sommes dans le cas où X \U a deux points
fermés !) que celui-ci est surconvergent. Ainsi, il existe un(ϕ,∇)-
module surMA†

K
tel queMA†

K
⊗A†

K
ÂK ' MHK ⊗HK ÂK comme(ϕ,∇)-

modules. CommeA†
K est un anneau principal (voir par exemple [16],
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8.6),MA†
K

est unA†
K-module libre de rang fini. Considérons une base

a = (a1, . . . ,an) de MA†
K

sur A†
K et une basee = (e1, . . . ,en) de MHK

surHK . Soit P une matricèa coefficients danŝAK telle quea = eP.
Alors par [12], 4.1.3 il existe une matrice inversibleQ∈GLn(K[x, 1

x ])
telle quePQ soit à coefficients entiers et telle que|PQ−1| < 1. Par
[12], 4.1.1, il existe une matriceP1 à coefficients dansHK et une
matriceP2 à coefficients dansSK telles quePQ = P1P2 et P1 = 1+
∑i>0Aix−i où Ai ∈ OK . (Nous regardonsx comme1

x dans le lemme
de [12], 4.1.1.) Alors detP1 est invertible dansHK et ainsiP1 est
invertible surHK . D’autre part,QP−1

2 est invertible surE †
K car le

déterminant est non nul. Considérons alorsf = aP1 = eQP−1
2 et soit

MH †
K

le H †
K -module libre engendré par f . CommeMH †

K
⊗H †

K
E †

K =

ME †
K

et MH †
K
⊗H †

K
A†

K = MA†
K
, MH †

K
a une structure de(ϕ,∇)-module

surH †
K compatible avec celle deME †

K
etMA†

K
.

Pour finir, le th́eor̀eme1 a pour corollaire le ŕesultat suivant qui précise
le resultat conjecturé par Crew dans [8] :

Corollaire 8. Nous conservons les hypothèses et notations du théo-
rème. Si E† est un F-isocristal surconvergent sur U alors il existe un
recouvrement finiπ : X′ → X et étale Galois de groupe G au-dessus
de U (i.e. U′ := π−1(U)→U est finiétale) tel queπ∗E† s’étendent en
un F-isocristal E′ sur X′ muni de la log-structure induite par X′ \U ′.
Notons X′# le log-sch́ema ainsi d́efini. On a alors

H i
rig(U/K,E†)' (H i

crys(X
′#/W,E′)⊗K)G.

Démonstration.Nous avons montré dans la preuve du théor̀eme1 que
[21], 6.1.7 reste valable sans supposer le nombre de points géoḿetri-
ques dansX \U suṕerieur à 1. Ainsi, le th́eor̀eme de monodromie
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p-adique local de [1] (ou [14], [17] ) implique que l’isocristal de-
vient unipotent apr̀es une eventuelle extension finieétale. Le fait que
l’isocristal se prolonge en un log-cristal résulte alors de la proposition
4. L’assertion sur leur cohomologie respective résulte imḿediatement
de [20], 4.7.
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p-adiques (Luminy, 1984). Ḿem. Soc. Math. France (N.S.) No.
23 (1986).

[4] Berthelot, P. et Messing, W., Théorie de Dieudonńe cristalline.
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