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Résum é. Nous montrons que leD-module arithḿetique associé à

unF-isocristal surconvergent sur une courbe lisse est holonome. Notre

preuve diff̀ere de celle de [C]. En particulier, nous sommes en mesure

de d́ecrire le foncteur d́efini dans [LS-T] de manière explicite en terme

deD-modules arithḿetiques.
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1 Holonomie des F-isocristaux unipotents

Nous montrons tout d’abord comment démontrer l’holonomie des mo-

dules diff́erentielles associésà desF-isocristaux surconvergents uni-

potents.

Soitk un corps parfait de caractéristiquep,W son anneau des vecteurs

de Witt etK = Frac(W). SoientX /W un sch́ema formel propre et

lisse de dimension relative 1,D un diviseurà croisement normaux

de X et U := X \D . On notera respectivementX, Z et U leur

réduction modulop. Ces sch́emas sont naturellement munis d’une log-

structure : nous notons ainsiX # (resp.Z #) le log-sch́ema de sch́ema

sous-jaçentX (resp.Z ) et dont la log-structure est induite parZ

(resp. par la log-structure inverse de celle deX #) de sorte qu’on ob-

tient un diagramme commutatif de log-schémas

Z # π−→ Z
u# ↓ ↓ u

X # π−→ X

NotonsX#
i /Wi la réduction modpi+1 deX #/W. L’immersion diago-

nale deX#
i se factorise en

X#
i ↪→ X#

i (1)→ X#
i ×Wi X

#
i

où la premìere fl̀eche est une immersion fermée exacte (cf [Ka]). On

note alorsPn
X#

i (m) (resp.Pn
X#

i
) le faisceau structural de l’enveloppeà

puissances diviśees de niveaum de l’immersion ferḿee exacte

X#
i ↪→ X#

i (1)
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quotient́e par la puissance(n+1)-ième de son p.d.-id́eal (resp. le fais-

ceauOX#
i (1) quotient́e par la puissance(n+1)-ième de l’id́eal d́efinis-

sant l’immersion ferḿeeXi ↪→ Xi(1)). Ils sont tout deux munis d’une

structure deOXi -module. On noteD (m)
X#

i ,n
(resp.DX#

i ,n) sonOXi -module

dual. Ce faisceau est appelé le faisceau des opérateurs diff́erentiels de

niveaum et d’ordren (resp. le faisceau des opérateurs diff́erentiels

d’ordre n) surX#
i . On noteD

(m)
X#

i
:= ∪nD

(m)
X#

i ,n
(resp.DX#

i
:= ∪nDX#

i ,n)

et D̂
(m)
X # := lim←−i

D
(m)
X#

i
(resp.D̂X # := lim←−i

DX#
i
) et finalementD†

X # :=

∪mD̂
(m)
X # (⊂ D̂X #). On dispose bien sûr des faisceaux d’oṕerateurs

diff érentielles classiquesD†
X et D̂X définis dans [Be2]. De plus, la

flècheπ : X #→X induit un morphisme canonique

D†
X #→D†

X .

Nous travaillerons dans la catégorie desDQ-modules qui n’est autre

que la cat́egorie localiśee desD-modules par rapport au système mul-

tiplicatif des isoǵenies.

Nous pouvons aussi construire de manière analoguèa [Be5], 4.3.7.1

l’image directe

π+ : Db
coh(D

†
X #,Q)→ Db(D†

X ,Q)

E .→D†
X←X #,Q⊗

L
D†

X #,Q

E .,

où D†
X←X #,Q est obtenu par passageà la limite en la variablei et m

du faisceau :

D
(m)
Xi←X#

i
= D

(m)
Xi
⊗OXi

(Ω1
Xi

)−1⊗OXi
Ω1

X#
i
,

3



où (Ω1
Xi

)−1 est l’inverse du faisceau inversibleΩ1
Xi

. On a une suite

exacte courte :

0→Ω1
Xi
→Ω1

X#
i
→Ω1

Xi
/Ω1

X#
i
→ 0.

Si x∈ Zi , de param̀etre localT, la suite pŕećedente s’́ecrit au voisinage

dex sous la forme :

0→ OXi dT→ OXi dT/T→ OXi /(T)→ 0.

On voit ainsi que

(Ω1
Xi

)−1⊗OXi
Ω1

X#
i
'OXi (Zi),

le module trivial surUi et au voisinage dex∈ Zi , de la forme1
T .OXi .

On en d́eduit donc le lemme suivant :

Lemme 1. Si E est unD†
X #,Q-module, on a un isomorphisme de

D†
X ,Q-modules

π+(E )' (D†
X ⊗OX

OX (Z ))Q⊗D†
X #,Q

E .

En particulier, si E est D†
X #,Q-coh́erent, alorsπ+(E ) est D†

X ,Q-

coh́erent.

Démonstration.L’isomorphisme áet́e d́emontŕe ci-dessus et la cohé-

rence ŕesulte du fait queOX (Z ) estOX -coh́erent.

Soit E† un F-isocristal surconvergent surU unipotent. SoitE le log-

isocristal surX# muni d’une structure de Frobenius non-déǵeńeŕe lui
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correspondant d’après [M-T]. Rappelons que la restriction de cet iso-

cristal à l’ouvert U (où la log-structure devient trivial) n’est autre

que leF-isocristal convergent associé à E† par simple restriction au

tube deU . Sous nos hypoth̀eses,E correspond de manière analogue

à [Be4], 4.6.3à la donńee d’unOX ,Q-module coh́erentE := sp∗E

muni d’une structure deF−D†
X #,Q-module. Nous avons d’autre part

la caract́erisation suivante des isocristaux surconvergents :

Théorème 2 ([Be6]).Le foncteur quìa E† associe sa ŕealisationE †

enX établie unéequivalence de catégories entre les isocristaux sur-

convergent le long de Z et lesD†
X ,Q( †Z)-modules coh́erents dont la

restrictionà U estOU ,Q-coh́erente.

La cohomologie deE etE† peut se calculer de la manière suivante :

Lemme 3. Nous conservons les hypothèses et notations préćedentes.

Soient f: X →Sp f W le morphisme structural deX /W et f] = f π,

celui deX ]/W. Nous noteronsres, le foncteur quìa tout F-isocristal

surconvergent E† associeres(E †) := E †, vu comme F-D†
X ,Q-modules

via le morphisme canoniqueD†
X →D†

X ,Q(†Z). Alors

f ]
+(E )' RΓcris(X]/W,E)[1]⊗K

et

f+(res(E †))' RΓrig(U/K,E†)[1].

Démonstration.La premìere assertion résulte d’un analogue de [Be5],

4.3.6.3 et du lemme de Poincaré (log) cristallin. La deuxìeme assertion

résulte de [Be5], 4.3.6.3 et de [Be1], 4.1.
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Théorème 4. Consid́erons le foncteur composé

(F-isocristal non-d́eǵeńeré sur X]/W)Q→ F-Isoc†(U/K)

→{F-D†
X ,Q-modules}

où le premier foncteur est celui défini dans [LS-T] et le second, le

foncteurres. Alors, l’image de ce foncteur est dans la catégorie des

F-D†
X ,Q-modules coh́erents.

Démonstration.Nous donnons tout d’abord une nouvelle description

de ce foncteur. Via leśequivalences de catégories rappelées ci-dessus,

le foncteur compośe peut se d́ecrire de la manière suivante : SoitE le

log-isocristal surX# muni d’une structure de Frobenius non-déǵeńeŕe

et E := sp∗E le OX ,Q-module coh́erent muni d’une structure deF-

D†
X #,Q-module. LeF-D†

X ,Q-module qui lui est associé est le module

res
(
D†

X ,Q(†Z)⊗D†
X ,Q

π+(E )
)
. En effet, nous montrons tout d’abord

que leD†
X ,Q(†Z)- moduleD†

X ,Q(†Z)⊗D†
X ,Q

π+(E ) correspond̀a un

isocristal surconvergent le long deZ. D’après le th́eor̀eme de Berthelot

rappeĺe ci-dessus, il suffit de montrer que sa restrictionàU estOU ,Q-

coh́erente. Or(
D†

X ,Q( †Z)⊗D†
X ,Q

π+(E )
)∣∣

U
' (π+E )|U ' E |U

qui est bien coh́erent puisqueE estOX ,Q-coh́erent. Nous devons alors

montrer qu’on a un isomorphisme deF-isocristaux surconvergents

E †'D†
X ,Q(†Z)⊗D†

X ,Q
π+(E ).

Comme le foncteurF-Isoc†(U/K)→ F-Isoc(U/K) est pleinement fi-

dèle d’apr̀es [E] ou [Ke], il suffit de montrer queE |U , leF-D†
U ,Q-mo-

dule coh́erent correspondantà E|U n’est autre que
(
D†

X ,Q(†Z)⊗D†
X ,Q
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π+(E )
)∣∣

U
ce qui est imḿediat. D’apr̀es [Be5], 5.3.6, on en déduit un

triangle distingúe

RΓ†
Z(π+E )→ π+E → res(E †),

où RΓ†
Z est le foncteur d́efini dans [Be5], 4.4.4. Commeπ+E est

D†
X ,Q-coh́erent, pour montrer queres(E †) estD†

X ,Q-coh́erent, il suf-

fit de montrer la m̂eme assertion pourRΓ†
Z(π+E ). En appliquant le

foncteur f+ au triangle distingúe pŕećedent, on obtient grâce au lem-

me3, le triangle distingúe

f+RΓ†
Z(π+E )→ RΓcris(X]/W,E)→ RΓrig(U/K,E†).

CommeE est muni d’un Frobenius non-déǵeńeŕe, les endomorphis-

mes ŕesidue de sa connexion ont pour seule valeur propre 0 (voir [Tr],

preuve du th́eor̀eme 2.5) et donc par [LS-T], 4.2 (ii), la deuxième

flèche du triangle est un quasi-isomorphisme et ainsif+RΓ†
Z(π+E )

est quasi-isomorphe au complexe nul. CommeRΓ†
Z ' ⊕x∈ZRΓ†

x par

[Be3], 2.4 (ii), nous pouvons supposer queZ est un point ferḿe u :

x ↪→ X. De plus, on a alors par [Be5], 4.4.5 un isomorphisme de fonc-

teurs

RΓ†
Z ' u+u! .

Le foncteur compośe ( f u)+ est le foncteur restriction de la catégorie

desKx-espaces vectoriels dans celle desK-espaces vectoriel, où Kx =
Frac

(
W(k(x))/K

)
est une extension finie. Comme( f u)+u!(π+E ) =

0, il en donc de m̂eme pouru!(π+E ) et pouru+u!(π+E ). On en d́eduit

que

π+(E )' res(E †)

et ainsires(E †) est coh́erent.
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2 Cas général

Soient une courbe propre, lisse entière connexeX/k, D un diviseur

à croisement normaux deX et U := X \D. Soit E† un F-isocristal

surconvergent surU etE † := Sp∗E
†.

Théorème 5. res(E †) a une structure deD†
X ,Q-module holonome.

Démonstration.D’après [Be5], p. 70, exemple (i), il suffit de montrer

queE estD-coh́erent. D’apr̀es [M-T], il existe un recouvrement fini

f : X′→ X, étale au-dessus duU , tel queE′† = f ∗(E†) soit unipotent.

D’après le chapitre 1,res(E ′†) a une structure deD†
X ′,Q-module co-

hérent. Donc il en est de m̂eme pourf+ res(E ′†) d’apr̀es [Be5], 4.3.8.

Consid́erons alors la fl̀eche canonique

E†→ f∗ f ∗E†→ E†,

obtenu par adjonction et morphisme trace respectivement (voir [Ts],

5.2). Cette fl̀eche est́egaleà la multiplication par le rang ǵeńerique de

X′ surX ([Ts], 5.2). En particulier, c’est un isomorphisme. Comme la

fèche correspondante en terme deD-module est

res(E †)→ f+ f !(res(E †)
)
→ res(E †)

et on en deduit aussitôt l’assertion.

Nous rappelons̀a pŕesent la conjecture (D) de [Be5], 5.3.6.

Conjecture. Si E † est un F-D†
X ,Q(†Z)-module coh́erent dont la re-

striction à U est holonome, alorsres(E †) est un F-D†
X ,Q-module

holonome.

8



Dans le cas des courbes lisses, nous pouvons déduire du th́eor̀eme 2

le résultat suivant :

Corollaire 6. Nous conservons les hypothèses et notations préćeden-

tes. SiE † est un F-D†
X ,Q(†Z)-module coh́erent dont la restrictioǹa

U est holonome, alors il existe un ouvert U′ de U tel queres′(E ′†)
est un F-D†

X ,Q-module holonome, òu E ′† est le F-D†
X ,Q(†Z′)-module

coh́erent (Z′ := X \U ′) déduit deE † par l’extension de scalaires

D†
X ,Q(†Z) → D†

X ,Q(†Z′) et res′ est le foncteur restriction de la

cat́egorie desD†
X ,Q(†Z′)-modules dans celle desD†

X ,Q-modules.

Démonstration.Comme la restrictioǹaU deE † est holonome, Il ex-

iste d’apr̀es [Be5], p.70 un ouvert non-videU ′ de U tel queE †|U ′

correspondèa unF-isocristal convergent. En particulier, il estOU ′,Q-

coh́erent et donc grâceà la caract́erisation des isocristaux surconver-

gent de [Be 6], on en deduit que leF −D†
X ,Q( †Z′)-module coh́e-

rentE ′† correspond̀a un F-isocristal surconvergent surU ′/K. Par le

théor̀eme 2,res(E ′†) a ainsi une structure deD†
X ,Q-module holono-

me.

References

[Be1] Berthelot, P., Cohomologie rigide et théorie desD-modules.p-
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[5] Gilles GODEFROY, Montons les degrés, 8 mars 2001.

[6] Paul VAN PRAAG, Quaternions as reflexive skew fields, 22 mars
2001.
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