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Résumé. Nous montrons que I&-module arithnétique assoéia
unF-isocristal surconvergent sur une courbe lisse est holonome. Notre
preuve difere de celle de [C]. En particulier, nous sommes en mesure
de ckcrire le foncteur éfini dans [LS-T] de ma®ire explicite en terme

de 2-modules arithratiques.
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1 Holonomie des F-isocristaux unipotents

Nous montrons tout d’abord commer@rdontrer I’lholonomie des mo-
dules diferentielles assoesa desF-isocristaux surconvergents uni-
potents.

Soitk un corps parfait de caramistiquep, W son anneau des vecteurs
de Witt etk = FraqW). Soient.2" /W un sclema formel propre et
lisse de dimension relative  un diviseura croisement normaux
de 2" et % := 2"\ 2. On notera respectivemedt, Z et U leur
réduction modul@. Ces scBmas sont naturellement munis d’'une log-
structure : nous notons aingi * (resp.2*) le log-sctema de scbma
sous-jacentZ” (resp. %) et dont la log-structure est induite p&f
(resp. par la log-structure inverse de celle#i&) de sorte qu’'on ob-
tient un diagramme commutatif de log-échas

gt I,
u* | lu
AN

NotonsX /W la reduction modp'™* de 2% /W. Limmersion diago-
nale deX? se factorise en

X' = X (1) = X xw X

ou la premere feche est une immersion feem exacte (cf [Ka]). On

note alors@;%#(m) (resp.22)),) le faisceau structural de I'enveloppe
puissances divees de niveamde I'immersion fernke exacte

X X(1)

2



quotiené par la puissanog + 1)-ieme de son p.d.-&hl (resp. le fais-
ceaudys 1) quotiené par la puissanc@ -+ 1)-ieme de l'icéal cefinis-
sant 'immersion ferrae X; — X;(1 )) IIs sont tout deux munis d’'une
structure def’x,-module. On not@>g (resp. ‘@X’* n) SONOx.-module
dual. Ce faisceau est appédée falsceau des épateurs diftrentiels de
niveaum et d’ordren (resp. le faisceau des emateurs diftrentiels
d’ordre n) surX®. On note@f('m) = Un2. (m) . (resp.Zys = U”@V )

et @( i = I|m '@x (resp. @x# = I|m @K#) et flnalemen@

Um.@ (C .@ﬁ) On dlspose bien(s des faisceaux d’'dgateurs
dlfferentlelles cIasaqu@% et @Jg définis dans [Be2]. De plus, la
flecher : 2% — 27 induit un morphisme canonique

T T
Dgw— Dy

Nous travaillerons dans la é@gorie desZg-modules qui n’est autre
gue la catégorie localiée desZ-modules par rapport au sgshe mul-
tiplicatif des isognies.

Nous pouvons aussi construire de némaianalogua [Be5], 4.3.7.1
image directe

7y 1 DEon(Z s o) = D2 o)

2*Q
éa — gj f# Q ®]T (Oﬁ"
ou @% 240 est obtenu par passagda limite en la variablé et m
du faisceau :

@)((Tixi# = )((.m) ®ﬁxi (Qg(;)il@)ﬁ’xi Q)lg#a



ol (Qy)~* est l'inverse du faisceau inversibfey . On a une suite
exacte courte :
0— Qx — Qs — Qx /Qye — 0.

Six € Z;, de paramatre localT, la suite pécedente fcrit au voisinage
dex sous la forme :

0— OxdT — OxdT/T — 0% /(T) — 0.
On voit ainsi que
(Q%) ™ @y Qs = O (2),

le module trivial sulJ; et au voisinage dr € Z;, de la forme%.ﬁx.
On en c&duit donc le lemme suivant :

Lemme 1. Si & est un@;g#_Q-module, on a un isomorphisme de
.@}g Q-modules

T (&) ~ (.@; Re, O2(Z))a ®@;#Q 8.

En particulier, si & est .@J;g.# Q-coh’arent, alorsm, (&) est .@} o
cohérent.

Démonstration.L'isomorphisme &té demontgé ci-dessus et la céh
rence esulte du fait que’ 4 () estd 4--cohérent. O

Soit ET un F-isocristal surconvergent surunipotent. SoitE le log-
isocristal sutX* muni d’une structure de Frobenius noéedréré lui
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correspondant d’aps [M-T]. Rappelons que la restriction de cet iso-
cristal a I'ouvertU (ou la log-structure devient trivial) n’est autre
que leF-isocristal convergent asséch ET par simple restriction au
tube deU. Sous nos hypo#isesE correspond de magie analogue
a [Bed], 4.6.3a la done d'und 4 o-module cokrenté = sp.E
muni d’une structure de — 9(;//#7Q-module. Nous avons d’autre part
la carackrisation suivante des isocristaux surconvergents :

Théoreme 2 ([Be6]).Le foncteur qui ET associe sa&alisation&™
en 2" établie uneequivalence de cagories entre les isocristaux sur-
convergent le long de Z et I@;’Q( Z)-modules coérents dont la
restrictiona % estdy o-cohérente.

La cohomologie d& etET peut se calculer de la mane suivante :

Lemme 3. Nous conservons les hypéses et notations peedentes.
Soient f: 2" — Spf W le morphisme structural d&” /W et f = fr,
celui de.2"%/W. Nous noteronges, le foncteur qua tout F-isocristal
surconvergent Eassociges(&1) := &7, vu comme F@;.Q-modules
via le morphisme canonique’,. — 7}, ,(2). Alors

fi(éa) = chris(Xﬁ/Wa E)[1]®K

et
f.(res(&")) ~ RIMig(U /K, ET)[1].

Démonstration.La premere assertiorésulte d’'un analogue de [Be5],
4.3.6.3 et du lemme de Poinégtog) cristallin. La deuxme assertion
résulte de [Be5], 4.3.6.3 et de [Bel], 4.1. O



Théoreme 4. Consicerons le foncteur compés
(F-isocristal non-@geréré sur X /W)q — F-Isoc' (U /K)
— {F-21, o-modules
ou le premier foncteur est celuigfini dans [LS-T] et le second, le

foncteurres. Alors, I'image de ce foncteur est dans la&gorie des
F-@% o-modules codrents.

Démonstration.Nous donnons tout d’abord une nouvelle description
de ce foncteur. Via legquivalences de dagories rappéles ci-dessus,
le foncteur compds peut se écrire de la marmire suivante : Soit le
log-isocristal suX* muni d’une structure de Frobenius noégdréré
et & :=sp.E le 04 o-module colrent muni d'une structure de-
P4 o-module. LeF-7),. -module qui lui est assaeiest le module

res(.@T~ 4 gt 7r+(£)) En effet, nous montrons tout d’abord

que Ie@}y Q(TZ) module@} Q(TZ) Byt o n. (&) corresponch un
isocristal surconvergent le long deD’apres le tleoeme de Berthelot
rappeé ci-dessus, il suffit de montrer que sa restricia#t estdy, o-
cokérente. Or

(.@ ( )®91 7t+(c5"))

qui est bien coérent pU|squ6° esto 4 g-cohérent. Nous devons alors
montrer qu’on a un isomorphisme Beisocristaux surconvergents

&'~ 7, (12) ®g1  T(8).

~ (28| = &l

Comme le foncteuF-Isoc’ (U /K) — F-IsoqU /K) est pleinement fi-
dele d’apes [E] ou [Kel], il suffit de montrer qué|, le F- @(// -mo-
dule colerent correspondaatE |y n’est autre qucﬁ.@x 0 ) ®9’r
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n.(&)) 4, C€ qui estimrédiat. D'apes [Be5], 5.3.6, on enatiuit un
triangle distingé

RM (1, &) — m,& —res(&T),

ou RF} est le foncteur éfini dans [Be5], 4.4.4. Comme. & est
Z;TKQ-corérent, pour montrer ques(gT) est@{%Q-corérent, il suf-
fit de montrer la rBme assertion pOLRFE@Qéa). En appliguant le
foncteurf, au triangle distingé pecdent, on obtient gice au lem-
me 3, le triangle distingé

f+Rr£(77:+£) - chris(Xﬁ/W, E)— Rrrig(U/K7 ET)_

CommeE est muni d’'un Frobenius noréderere, les endomorphis-
mes esidue de sa connexion ont pour seule valeur propre 0 (voir [Tr],
preuve du tBoeme 2.5) et donc par [LS-T], 4.2 (ii), la deexne
fleche du triangle est un quasi-isomorphisme et aimﬁlrﬁ(méa)
est quasi-isomorphe au complexe nul. Comm'é; ~ ®yezRI par
[Be3], 2.4 (ii), nous pouvons supposer gaiest un point ferra u :
x— X. De plus, on a alors par [Be5], 4.4.5 un isomorphisme de fonc-
teurs
RM ~u .

Le foncteur compas(fu).. est le foncteur restriction de la égforie
desKy-espaces vectoriels dans celle #esspaces vectoriel UKy =
FragqW(k(x))/K) est une extension finie. Comnféu) U’ (7,&) =
0, il en donc de rame pount' (7, &) et pouru, U (. &). On en @&duit
que

n (&) ~res(&T)

et ainsires(&") est colérent. O



2 Casgénéral

Soient une courbe propre, lisse @né connexeX /k, D un diviseur
a croisement normaux dé etU := X \ D. Soit E' un F-isocristal
surconvergent sw et&" := Sp, ET.

Théoréme 5.res(&T) a une structure de@}[ q-module holonome.

Démonstration.D’apres [Be5], p. 70, exemple (i), il suffit de montrer
que & estZ-cokérent. D’apes [M-T], il existe un recouvrement fini
f: X' — X, étale au-dessus di, tel queE’" = f*(ET) soit unipotent.
D’apres le chapitre lres(6”T) a une structure d@}f/-,,Q-module co-
hérent. Donc il en est de@me pourf, res(&'") d’apres [Be5], 4.3.8.
Consicerons alors la #iche canonique

E'— f,f*"E" - ET,
obtenu par adjonction et morphisme trace respectivement (voir [Ts],
5.2). Cette fche eségalea la multiplication par le rangérérique de

X" surX ([Ts], 5.2). En particulier, c’est un isomorphisme. Comme la
feche correspondante en termeztenodule est

res(67) — ' (res(67)) — res(6T)

et on en deduit aussit I'assertion. O

Nous rappelona piésent la conjecture (D) de [Be5], 5.3.6.

Conjecture. Si &' estun F@;}‘Q(TZ)-module cokrent dont la re-
striction & % est holonome, alorses(&") est un F@%Q-module
holonome.



Dans le cas des courbes lisses, nous pouvédsice du téoeme 2
le résultat suivant :

Corollaire 6. Nous conservons les hypéges et notations preden-
tes. Sis’t est un F@’%’Q(TZ)-module cokrent dont la restrictiora
% est holonome, alors il existe un ouvert te U tel queres (&)
estun F2}, ,-module holonome ins"" estle F27},. ,(7Z')-module
corerent (Z := X \ U’) déduit de&" par I'extension de scalaires
.@’;’Q(TZ) - 2}7(9(*2’) et res est le foncteur restriction de la
categorie de@%Q(TZ’)-modules dans celle d@%Q-moduleS.

Démonstration.Comme la restrictiod % de&' est holonome, Il ex-
iste d’ap@s [Be5], p.70 un ouvert non-vide’ de % tel que&t|,,
corresponde unF-isocristal convergent. En particulier, il e, o-
cohérent et donc dgrcea la caradrisation des isocristaux surconver-
gent de [Be 6], on en deduit que Fe— .@{%Q( 7")-module cole-
rent&’T corresponda un F-isocristal surconvergent duf/K. Par le
theoreme 2,res(£'") a ainsi une structure d@}zp—module holono-
me. O
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