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Abstract

In the paper by Guzy and Point, Differential topological fields, the model-completion (OV F )∗D of the theory of
ordered valued differential fields OV FD is established. Models of this theory are closed ordered differential fields
(the theory CODF was studied by Singer) which have a non-trivial convex (for the order) subring as valuation
ring. Here we prove the valued analogue of a result of Singer: if K is a model of (OV F )∗D then K(i) (i2 = −1) is a
model of the theory of differentially closed valued fields which is the model-completion of the theory of non-trivially
valued differential fields of characteristic zero.

Résumé

Dans le papier de Guzy et Point, Differential topological fields, on établit la modèle-complétion (OV F )∗D de
la théorie des corps différentiels ordonnés valués OV FD. Les modèles de cette théorie sont des corps ordonnés
différentiellement clos (la théorie CODF fut étudiée par Singer) qui possède un sous-anneau non trivial convexe
(pour l’ordre) comme anneau de valuation. Nous établissons ici l’analogue valué d’un résultat de Singer : si K est
un modèle de (OV F )∗D alors K(i) (i2 = −1) est un modèle de la théorie des corps différentiellement clos valué
qui est la modèle-complétion de la théorie des corps non trivialement valués différentiels de caractéristique nulle.

1. Introduction

Soit A un domaine commutatif de caractéristique nulle. Une relation de divisibilité linéaire (l.d. relation)
sur A est une relation binaire D(., .) sur A tel que :
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D est transitive, ¬D(0, 1), compatible avec + et ., notamment D(a, b) et D(a, c) implique que D(a, b+c),
et pour tout c 6= 0, on a D(a, b) implique D(a.c, b.c), et soit D(a, b) ou D(b, a). Une l.d. relation D sur le
domaine A induit un anneau de valuation OA du corps de fraction F := Frac(A) de A :

OA = {
a

b
: a, b ∈ A, b 6= 0, D(b, a)}.

La valuation correspondante vD sur Frac(A) est défini par :

pour tout a, b ∈ A, vD(a) ≤ vD(b) ⇐⇒ D(a, b).

On a une bijection entre l’ensemble des l.d. relations et l’ensemble des sous-anneaux de valuation de
Frac(A) (voir Section (4.2) dans [3]).

Soit LD le langage des corps ordonnés valués c’est-à-dire Lcorps ∪ {<,D, c} où < est la relation binaire
d’ordre pour les corps, D est une l.d. relation et c est le symbole constant qui témoigne d’un élément de
valuation non nulle. Soit L∗

D
le langage LD ∪ {D} où D est le symbole de dérivation. On va s’intéresser

aux corps ordonnés valués 〈K, <, v, c〉 où l’anneau de valuation, qu’on note par OK , est convexe pour
l’ordre c’est-à-dire il y a une relation de compatibilité qui s’exprime de la manière suivante :

∀x, y 0 < |x| < |y| ⇒ D(y, x).

Cette LD-théorie sera notée OV F . Nous savons que la LD-théorie des corps réels-clos valués RV F (voir
[1]) est la modèle-complétion de la LD-théorie universelle OV F .

Dans [2], nous avons établi la modèle-complétion (OV F )∗D de la L∗

D
-théorie des corps différentiels

ordonnés valués, notée OV FD. Cette modèle-complétion consiste en la L∗

D
-théorie CODF (voir [5]) et les

axiomes de la LD-théorie OV F .
Rappelons brièvement l’axiomatisation de la L∗

D
-théorie (OV F )∗D :

– la LD-théorie RV F ,
– le schéma d’axiomes (DL) pour les corps ordonnés différentiels.

Pour un corps différentiel ordonné valué 〈K, D,≤, v〉, le schéma (DL) dit que : pour tout polynôme
différentiel f(X) = f∗(X, X ′, . . . , X(n)) ∈ K{X}, for every ǫ > 0,

(∃α0, . . . , αn ∈ K)(f∗(α0, . . . , αn) = 0 ∧ s∗f (α0, . . . , αn) 6= 0) ⇒
(
(∃z)

(
f(z) = 0 ∧ sf (z) 6= 0∧

n∧

i=0

(|z(i) − αi| > ǫ)
))

où f∗ est le polynôme f vu comme polynôme

ordinaire en les variables X, X ′, · · · , X(n) et s∗f est la dérivée partielle du polynôme f∗ en la variable

non différentielle X(n).
Soit K un modèle de (OV F )∗D. Nous allons montrer que le corps différentiel valué K(i) où i2 = −1

(D(i) = 0) est un modèle de la théorie des corps différentiels algébriquement clos valués satisfaisant
le schéma d’axiomes (DL) (voir Définition (2.1)). Ce schéma (DL) a été introduit dans un formalisme
purement topologique dans [2] afin d’obtenir en particulier la modèle-complétion de la théorie des corps
non trivialement valués munis d’une dérivation (voir [2, Corollaire (5.2)]).

2. Le schéma d’axiomes (DL)

Dans la suite, nous utilisons la terminologie usuelle en ce qui concerne l’algèbre différentielle et la
théorie de la valuation. Nous désignerons en particulier par sf le séparant du polynôme différentiel non
nul f en une indéterminée différentielle et f∗ sera le polynôme f vu comme un polynôme ordinaire en les
variables X, X(1), · · · , X(N) où N est l’ordre en la variable différentielle X du polynôme différentiel f .

Rappelons le schéma d’axiomes (DL) dans le cadre des corps différentiels valués.
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Définition 2.1 Un corps différentiel valué 〈L, D, v〉 satisfait le schéma (DL) si
pour tout polynôme différentiel f(X) = f∗(X, X ′, . . . , X(n)) ∈ OL{X} d’ordre n, pour tout ǫ ∈ OL \ {0},

(∃α0, . . . , αn ∈ OK)(f∗(α0, . . . , αn) = 0 ∧ s∗f (α0, . . . , αn) 6= 0) ⇒
(
(∃z)

(
f(z) = 0 ∧ sf (z) 6= 0∧

n∧

i=0

(v(z(i) − αi) > v(ǫ)
))

.

Définition 2.2 Soient 〈L, v〉 un corps valué et 〈L̂, w〉 une extension de corps valué de 〈L, v〉. Considérons

un élément l̂ de L̂. On dit que l̂ est infinitésimal par rapport à L si v(l̂) > v(L×) où v(L×) est le groupe
de valeurs de L.
Rappelons d’abord un résultat classique d’extension des dérivations qui sera utile dans la preuve de notre
théorème.
Lemme 2.3 (voir Corollaire (1.7) dans [4]) Si V est une variété et W est une sous-variété du torseur
de V , noté τ(V ), toutes deux définies sur le corps différentiel K, et W se projettant de façon dominante
sur K. Si (ā, b̄) est un point générique de la variété W alors la dérivation de K s’étend en une dérivation
de K(ā, b̄) satisfaisant D(ā) = b̄.

Prouvons maintenant le théorème précédemment annoncé.
Théorème 2.4 Soit K un modèle de (OV F )∗D. Alors K(i) est un corps algébriquement clos valué qui
satisfait le schéma d’axiomes (DL) (K(i) sera donc différentiellement clos valué).

Preuve : Puisque K est en particulier un corps réel-clos, on obtient que K(i) est un corps algébriquement
clos valué (puisqu’on peut étendre la valuation à toute extension algébrique d’un corps valué).

Pour que K(i) soit un modèle du schéma d’axiomes (DL), on doit montrer que si f(Z) est un polynôme
différentiel d’ordre N à coefficients dans OK(i) et (a0, · · · , an) est un N -uplet d’éléments de OK(i) tel que

f∗(a0, · · · , aN) = 0 et ∂f∗

∂Z(N) (a0, · · · , aN) 6= 0 alors pour tout ǫ, il existe un élément z dans K(i) tel que

f(z) = 0 et
∧N

j=0 v(z(j) − aj) > v(ǫ).
Substituons Z1 + i · Z2 à Z (où Z1 et Z2 sont de nouvelles indéterminées différentielles) et on écrit

f(Z) comme f1(Z1, Z2) + i · f2(Z1, Z2) où f1(Z1, Z2) et f2(Z1, Z2) sont des polynômes différentiels en
les indéterminées différentielles Z1, Z2. De même, pour tout j ∈ {0, · · · , N}, on peut écrire aj comme
bj + i · cj pour certains éléments bj, cj dans K. Considérons un élément ǫ dans K×.

Nous prouvons maintenant que la théorie suivante est consistante :
OV FD ∪ D(K) où D(K) est le diagramme de K, et il existe des éléments z1, z2 tels que f1(z1, z2) =

f2(z1, z2) = 0 et
∧N

j=0 v(z
(j)
1 − bj) > v(ǫ) ∧

∧N
j=0 v(z

(j)
2 − cj) > v(ǫ).

Dès lors la preuve sera terminée. En effet, considérons un modèle K ′ de cette théorie. Une copie de K

sera contenue dans K ′. En utilisant le fait que (OV F )∗D est la modèle-complétion de la OV FD, on pourra

plonger K ′ dans un modèle K̂ de (OV F )∗D. Puisque K ≺L∗

D
K̂, il existe donc des éléments u1, u2 dans

K tel que f1(u1, u2) = f2(u1, u2) = 0 et
∧N

j=0 v(u
(j)
1 − bj) > v(ǫ) ∧

∧N

j=0 v(u
(j)
2 − cj) > v(ǫ). En posant

u = u1 + i · u2 ∈ K(i), on en déduit aisément que f(u) = 0 ∧ sf (u) 6= 0∧

n∧

i=0

v(u(i) − ai) > v(ǫ).

En effet, cela découle directement de la définition de f1, f2 et du fait que v(u(i) − ai) ≥ min{v(u
(j)
1 −

bj), v(u
(j)
2 − cj)} > v(ǫ).

Prouvons donc la consistance de cette théorie.
Nous allons considérer une extension élémentaire suffisamment saturée de corps ordonnés valués non

différentiels 〈K̂, <, v̂〉 de 〈K, <, v〉. On va d’abord construire un corps ordonné valué L étendant K puis

étendrons les dérivations de K à L. Par la saturation de K̂, il existe 2N éléments algébriquements
indépendants sur K et infinitésimaux par rapport à K qui appartiennent à l’anneau de valuation O

K̂
,

disons u0, v0, · · · , uN−1, vN−1.
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On définit de nouveaux éléments dj et ej dans O
K̂

pour tout j ∈ {0, · · · , N−1} de la manière suivante :
dj := bj + uj et ej := cj + vj . Dès lors, les éléments di, ei (i ∈ {0, · · · , N − 1}) sont algébriquement

indépendants sur K. Maintenant, on considère les polynômes f̃(Z) = f∗(a0, · · · , aN−1, Z) et g̃(Z) =
f∗(d0 + ie0, d1 + ie1, · · · , dN−1 + ieN−1, Z) qui sont à coefficients dans O

K̂(i)
. Alors an est une racine

simple de f̃(Z). Puisque les di et ei sont infinitésimaux par rapport à K, cela entraine que, dans K̂(i),

g̃(aN ) > v(K×) et v(g̃′(aN )) = v(f̃ ′(aN ) ∈ v(K(i)×) = v(K×) (qui est le groupe de valeurs de K).

Comme K̂ est réel clos, K̂(i) est algébriquement clos et ceci implique que K̂(i) est hensélien. On en

conclut donc qu’il existe une unique racine α ∈ K̂(i) de f̃(Z) satisfaisant v(α − aN ) > v(K×) (par

le lemme de Hensel). Soient dN , eN ∈ K̂ tels que α = dN + ieN . On obtient aussi que v(bN − dN ) et
v(cN − eN ) sont infinitésimaux par rapport à K.

Maintenant on va étendre la dérivation de K au corps ordonné valué engendré par les solutions de
nos polynômes f1 et f2 afin d’obtenir les solutions différentielles requises. Pour cela nous utilisons le
Lemme (2.3). Considérons la variété V = A2N qui est le locus du point (d0, e0, · · · , dN−1, eN−1) sur K

(puisque ces points sont algébriquement indépendants sur K) et la variété W qui est le locus du point
(d0, e0, · · · , dN−1, eN−1, d1, e1, · · · , dN , eN ) sur K. Dès lors, la variété W est une sous-variété du torseur
de V , qui se projette de façon dominante sur V . Par le Lemme (2.3), on peut étendre la dérivation D de
K à K(d̄, ē) de telle manière que D(di) = di+1 et D(ei) = ei+1 pour 0 ≤ i < N .
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