Correction de I’ examen sur les groupes de janvier 1979 (A.7)

1. On prouve que G est un sous-groupe de GL(R) :
(@) G C GL2(R) puisque quel que soit g € G, det(g) =b > 0.

(b) Le neutre (1 0

0 1) € G, en effet, il suffit de prendre (1

0 b) cGaveca=0etb=1.

0 b 0 d

(1 a\ (1 c\ (1 c+ad
9-%2=1g p)-{o d)~\o bd

Donc g;.92 € Gpuisquec+ad € Retbd >0cara, b,c,de R,b>0etd > 0vuqueg;, g € G.

(c) Laloi . estinterne et partout définie dans G, pour tout g; = <1 a>' 0= <1 C> eG:

(d) Quel que soitg= (é g) € G, on calcule g~*

1 _a
-1 _ b
Y

Doncgfleruisquef%ERet%>Ocara,beRetb>0vuqueg€G.

Pour prouver que G n’est pas commutatif, il faut trouver deux éléments g; et g, € G tels que 91.92 # 92.91. Par

exempleavecglz(cl) 8) etgzz(é é),eneﬁet:
/1 0\ /1 1\ (11
91-92=10 0/ \0o 0o/ "\o o

(11 1 0y (10
9291=109 0/-{o o) \0 o
2. Par définition du centre Z(G), on a:

1 (1 X 1 ay (1 a 1 X 1
Z(G){(o )eG.( > <0 b> <O b)'<0 y> pour tout (O b)eG}
_J(1 . (1 a+xb 1 x+ay
_{(O )e (O vb )-(O by ) pourtouta,beRavecb>OeG}

:{(1 )eG a+xb=x-+ay pourtouta, beRavecb>OeG}

En particulier en fixant les valeurs a = 0 et b = 2, la condition d’appartenance au centre doit &tre vérifiée. Dans ce
cas, on obtient la condition nécessaire: x = 2x, donc x = 0. La condition d’appartenance au centre devient donc :
x=0etay=apourtoutac R, doncy =1, le centre se réduit donc au neutre (car tout sous-groupe de G contient

Pidentité), Z(G) — { <é 2) }

3. Soit o I’application de G dans G tel que o <(é §)> = <é a—i-g—l)’ pour prouver que ¢ est un auto-

morphisme interne de G, il faut prouver que il existe h € G tel que pour tout g € G, a(g) = h.g.h~* ou encore

o(g).h=h.g. Notons g = (O b) eth= (é §) on obtient :



o(g).h=hg

1 a+b-1) /1 x\ (1 x\ (1 a
0 b "\0 y/ \0 y/"\0 b
1 x+ay+by—y\ (1 a+bx

0 by ~\0 b

On cherche donc x, y € R avec y > 0 tels que :
X+ ay+ by — x=a+ bx 1)

quel que soient a, b € R avec b > 0. Cette équation doit étre vérifiée en particulier lorsque a= 0 et b= 2, on obtient
alors x+y = 2x, ou encore x =Y. En remplacant x par y dans I’équation (1), on obtient que ax = a quel que soit
ac R, donc x= 1. On en conclut que o est bien un automorphisme interne, car quel que soit g € G, on peut écrire :

of(F ) (t 1) (1 a) (1 1\
0 b/) \0 1/°\0 b/"\0 1
4. Pour prouver que H = (1) Eli) s ac R} est un sous-groupe normal de G, on commence par prouver que c’est
un sous-groupe de G.
(@ H C G, il suffit de prendreb = 1.

(b) Le neutre <1

0 (1)> € H, en effet, il suffit de prendre <1 a> € Haveca=0.

01

(c) Laloi. estinterne et partout définie dans H, pour tout hy = ((1) zla) hy = ((1) i) €G:

hh—la 1 ¢\ (1 c+a
=10 1/\o 1) " \o 1

Donc hy.hy € H puisque c+ac R caraetc€ R, vu que hy, h, € H.

(d) Quel que soith= (é i‘) € H,oncalculeh™:

Donc h~1 € H puisque —ac Rcarac Rvuquehe H.
Il reste & prouver que H est un sous-groupe normal de G. Pour cela on va utiliser le critére du sous-groupe normal.

Il faut prouver que quel que soientg e Gethe H, g.h.g~' € H. Notons g = (é g) eth= (é i) on obtient :

4 (1 a\ (1 ¢\ (1 -8\ (1 c+a) (1 -8\ (1 ==&
ghg _<0 b>'<0 1>'<o v)=lo 1)\ )= 1 )cH

On a donc bien que H est un sous-groupe normal de G.

On doit maintenant montrer que (G/H,.) = (R, +). Pour cela, on va utiliser le théoréme d’isomorphisme qui dit
qu’étant donné ¢ : G; — G, un morphisme, on a:

G/ Ker(¢) =1Im(¢) O]

Le probléme se raméne donc & trouver un morphisme surjectif ¢ : (G,.) — (R, +) tel que Ker(¢) = H. Pour que ¢
soit un morphisme de (G, .) dans (R, +), il doit vérifier I’équation suivante :

(6 u)-+(6 9)+((6 9)



On voit que si on pose ¢ (((1) S)) = In(b), I’équation (3) est vérifiée, vu que In(b.d) = In(b) + In(d). Ce

morphisme est surjectif vu que In(x) : R™ — R est surjective, et donc Im(¢) = R. Calculons Ker(¢),

Ker(¢){<é §>ee:¢<(3 E‘)o)}{@ E>GG:In(b)O}{<é E‘) b—1}—H

En appliquant le théoréme d’isomorphisme (2), on obtient :

G/H =R



